Cast .

Elementarni uvod
do linearni algebry

(p/q)(g/p) = -1 num=A+A+A

(a+b)"=a + na*'b + n(n- e + n(n- -2+, (A/p) = =17
2! 3!

£
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E,= {(x EE|¢(x)=x Vo EH}

£’(c)(b - a) = f(b) - f(a)

u, = clu_; 0<x<l §
L s h
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Grupoiy a grupy
1) Definice grupoidu

Neprazdna mnozin@, opatena binarni operaci, se nazyva
grupoid.

2) Definice neutralniho prvku

Prveke grupoiduG se nazyva levym, resp. pravym neutralnim
prvkem tohoto grupoidu, jestlize plati:

HallG:ea=aresp.ae=a. (1)

Prveke, ktery je sodgasreé levym i pravym neutralnim prvkem
grupoiduG, se nazyva neutralni prvek grupoi@u

3) Definice inverzniho prvku
Necht’ G je grupoid s neutralnim prvkeen Prvekb G
nazveme levym, resp. pravym inverznim prvkem k praklG,
jestlize
ba=erespab=e. (2)

Je-lib sowasre levym i pravym inverznim prvkem Kk prviaj
pakb nazveme inverznim prvkemeak

4) Definice invertibilniho prvku

PrvekaldG se nazyva zleva, resp. zprava invertibilnim, ijgstl
k nému existuje alespojeden levy, resp. pravy inverzni prvek.

5) Definice anihilujiciho prvku

Prvekz grupoiduG nazveme levym, resp. pravym anihilujicim
prvkem, jestlize plati:



HallG:za=zresp.az=z. (3)

Prvek, ktery je satasre levym i pravym anihilujicim prvkem
grupoiduG, nazyvame anihilujici prvek grupoidai

6) Definice kratitelného prvku

Necht adG. Rikame, Ze prvek je zleva, resp. zprava
kratitelnym prvekm grupoid(, jestlize

[Ob,c0G,b#c:ab# ac respba#ca. (4)

Jestlizea je soktasrt zleva i zprava kratitelnym prvkem, pak
rikAme, ze je kratitelny prvek grupoid@.

7) Definice grupoidu s kracenim
Rikame, Z&G je grupoid s levym resp. pravym kracenim, jestlize
kazdy jeho prvek je zleva, resp. zprava kratitell@stlizeG ma
obx tyto vlastnosti, pakikame, z&G je grupoid s kracenim.,

8) Definice dliciho prvku

Necht a,b0G. Rikame, Ze prvek déli b zleva resp. zprava,
jestlize

[(cOG:ac=bresp.ca=Dhb. (5)

Rikame, Zea je zleva resp. zpravalkicim prvkem grupoidis,
jestlizeadéli zleva resp. zprava kazdy prvek grupofdu

9) Definice grupoidu s dlenim
Rikame, z6G je grupoid s levym, resp. pravynilenim, jestlize

kazdy jeho prvek je zleva, resp. zpravd. JestlizeG ma ol
tyto vlastnosti, pakikame, z€G je grupoid s denim.



10)

11)

12)

13)

14)

15)

Definice idempotentniho prvku

Prveka grupoiduG se nazyva idempotent, jestlize plati
aa=a. (6)
Definice idempotentniho grupoidu

GrupoidG se nazyva idempotentnim grupoidem, jestlize
kazdy jeho prvek je idempotent.

Definice podgrupoidu

Neprazdna podmnozind [0 G se nazyva podgrupoidem
grupoiduG, jstlize mnozindd je uzavena vzhledem

k operaci VG, tj.

Ha,b0G:ab0H. (7)

To znamena, ZH spolu s restrikci operace grupoi@ye
rovnéz grupoidem.

Definice kvazigrupy

Grupoid, ktery je satasre s kradcenim i s&denim, se
nazyva kvazigrupa.

Definice lupy
Kvazigrupa s neutralnim prvkem se nazyva lupa
Definice komutativniho grupoidu

Rikame, z&G je komutativni grupoid, plati-li vam tzv.
komutativni zakon:



16)

17)

18)

19)

20)

Ha,b0G:ab=ba. (8)
Definice pologrupy

Rikame, Ze grupoi je pologrupou, plati-li v &m tzv.
asociativni zakon:

Oa,b,c0G :a(bc) =(ab)c. (9)
Definice monoidu

Pologrupa s neutralnim prvkem se nazyva monoid
Definice grupy

Kvazigrupa, ktera je s@éasré monoidem, se nazyva
grupou.

Definice abelovské grupy

Grupa, ktera je sa@asré komutativnim grupoidem se
nazyva abelovskou grupou.

Definice podgrupy

Neprazdna podmnozind [0 G se nazyva podgrupou
grupyG, jstlize mnozinad je uzawena vzhledem k operaci
v G, .

Ha,b0G:ab0H. (10)

To znamena, ZH spolu s restrikci operace gru@yje
rovnéz grupou.



Okruhy a télesa
1) Definice okruhu

MnozinuO se d¥éma binarnimi operacemi,[, nazveme
okruhem, plati-li v ni

1l)a+b=b+a (komutativita soktu)

2) (a+b)+c=a+(b+c) (asociativita satiu)

3) al{ble)=(ab)le (asociativita satinu)

4) alfb+c)=al+alt (distributivni zakon)

5 [M:a+0=0+a=a (neutralni prvek satu)
6) blA:a+b=b+a=0 (inverzni prvek satiu)
7) Q:all=1A=a (neutralni prvek sa@inu)
8) [D:al@=0A=C (anihilujici prvek sotinu)

2) Definice algebraickéhodiesa

Okruh nazveme algebraicky@dsem, paklize plati
Dabo\{0}ObOO:ab=bla=1 (inverzni prvek satinu)

3) Definice komutativniho &lesa
Algebraicke &lesoT nazveme komutativninglesem, pokud

(a,bOT:alb=bl& (komutativita soginu)

Poznamka:v t€lesech pozivame zpravidla zjednoduSené terminy pro
n¢které prvky. Tak nap

neutralni prvek saiiu = anihilujici prvek sotinu = nulovy prvek
inverzni prvek sottu =opacny prvek

neutralni prvek saiinu =jednotkovy prvek

inverzni prvek sotinu =reciproky prvek.



Piiklad finitniho télesa

TélesoZ , =Zmodp obsahuje pouze prvi0,..., p— 1, kdep je
libovolné konéné (finitni) prvaislo.

Ditkaz

Kazdez[Z, se zobrazi wteseZ , na prvek
min{|z-np} ON;nON, (11)

coz je vzdy mensi, ngx

Priklad:

7], +[19,=[2d,= 0

(12)
[7]5 [plqs = [ 915 =1
Muzeme ale také @gitat
7,19, =[ 2+ §,=[§,= 0 13)

7], 019, =[ 2, =[ §,= 1.
Pozorovani

Druh& rovnost v ( 12 ) a ( 13 ) ukazuje (viz defiriélesa), zetisla
[7]. = 2 a[13], = 3sou si navzajem reciprokymi. ¥leseZ; tudiz
plati 2 = 3", resp. 3=2, adale 1 =1, 4 = 4*. Tento piklad
nazn&uje existenci inverzniho prvku ke kazdému nenulayg@mvku
okruhuZ ; a tedy skuténost, ze se doopravdy jednateso. Oikaz,

ze tomu tak vskutku je, nyni kratce nastinime.



Ditkaz

Mame ukazat, ze pokud geprvatislem, k,| 07, pak

(p—k)(p-1)modp=1, (14)
neboli
(p_kxs_”_lmz. (15)

Po roznasobeni zavorekKast&ném odstragni zlomku odtud
dostavame podminku

k-1
P

p-k-1+2"=07, (16)

ze které plyne pozadavek
kKl -1=np, (17)

kde n=7Z. Protoze nalevo uité stoji libovolné cel&islo, mizeme
psat napravo vskutku (az na znameénko) jehodisetny rozklad.
Protozetislak, | v ( 15 ) mizeme volit libovolg velka, dokazeme
vzdy z&idit, aby se v prvéiselném rozkladu na pravé stégnl7 )
vysklytlo alespé jedno prv@islop.

Snadno se Izefps\wdcit, ze pokudp neni prvaislem, reciproky prvek
obecr neexistuje — ne kazdéimzenécislo Ize rozlozit na saitn
jinych prirozenychcisel, z nichz ani jedno neni piislem. Pokud je
piirozenécislo nalevo ( 17 ) napsamo prvoislem, Ize jej psat

z definice pouze jako soin jednotky a sebe sama. Okruly ; nLJN

tedy obecn netvdi algebraickadesa.
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Priklad infinitniho télesa
TélesoQ je typickym gikladem infinitniho (sp&etného) tlesa
Diikaz

Kazdé racionalnéislo a Ize zapsat ve tvaru

a=F (18)
q

kde p,q0Z jsou nesoudnacisla, q>0. Cislo
v=|p|+qON (19)

nazveme vyskou racionalnikieslaa. Patet vsch racionalnictisel
dané vysky je Ztejme spaetny. Pomoci firozenychéisel @&islujeme
postupr nejprve vSechna racionakisla o vyScer = 1, pak vSechna
racionalnicisla o vysScer = 2, atd. Tim ziskame s@etny systém
spasetnych mnozi{ M,;nON} . Pokud se ndm potialokazat, ze

jejich sjednoceni
S=Jm, (20)

tvori rovnéz sp@etnou mnozinu, jsme sikdazem hotovi. To je vSak
snadné: prvky kazdé mnozin, uspdadame do prosté posloupnosti
dle schématu:

Ml :{Xll’ X121X13---}
M, ={ X1, X, X5 (21)
M3 :{X3l’ X32’X33"‘}

11



Postupujeme-li po vedlejSich diagonalach schénsatarno
sestrojime zobrazeni

X11—’1’
)(12—’2’
X21—’3'
)(13_’41 (22)
Xzz—’5’
X31_’6’

které je vskutku vzajemdjednoznanym zobrazenim mnozinyna
N.

Piiklad transfinitniho tlesa

MnozinaR vSech realnychisel je typickym pikladem transfinitniho
(nesp@etného) &lesa.

Ditkaz

Dukaz provedeme sporemigapokladejme, ze je mnoziri&a
spasetnd. Potom rowf mnoZina viechisel z intervall0,) O R je

spaietnd. Stad’me vSechndisla tohoto intervalu do prosté
posloupnosti,, a,, ... ,a,,... a napiSme jednotlivéisla

v desetinném tvaru:

a,=0,a,.0,0.,..0,...
a,=0,a,0,0...0,...

qg :O,agla?izaga...a&... (23)

a,=0,a.,0,.0.,...0,...

12



Vyrobmecislo S =0,bb,b,...b, ... tak, ze

bl:all’

bZZUZZ’

Do (24)
b =a

n nn?

Cislo B0(0,1) je Zejme rizné od vSechisel a;, coz je hledany spor
s predpokladem, Ze posloupndst, ) obsahuje vSechny prvky
intervalu(0,1).

Priklad:
Abychom demonstrovali, jak hdgisou ve skuténosti realn&isla na

¢iselné ose uspadana, sestrojme posloupnost dvou disjunktnich
intervali

(-,a);(b,0)OR; a<b. (25)

Cislaa, b mazeme volit libovol@ blizka, ffesto vzdy dokazeme
sestroijitc¢islo

_a+b

OR, (26)

tj. jejich aritmeticky pdmer, pro ktery zjeva platia <c <b a tedy
nelezi ani v jednom z uvedenych intefivahbychom skuténé
dokéazali matematicky uchopit veskera redlisda, musime sestrojit
disjunktni dvojice intervdl typu

13



(~e.a)i(a),
(-e,a)5(a), (27)

(~o0,3): (@)

které nazyvameezy. Kazdym z nich je matematicky konzistentnim
zpisobem definovano realdéslo allR.

Souet a sodin dvourezl definujeme tim nejfirozergjSim

zpisobem, jakdez

—

a,5) 0 (~0,0) (b,) = (~e,a+) {a+b.o).
a,65) O (~e0,0) (B,2) = (~e0,8b) {ab ).

(~e0,a);
(~=.2); )

—~

Inverznim prvkenb k libovolnému nenulovémtezua je takovyiez,
kterym se sotin rezl allb zobrazi na jednotkowviez:

O(-w,a);(a,«),az 00~ ,b);(b,o) bz 0

(o0,8b);{abies) = (0,0 { 167 . =)

Vzhledem ke komutativitab je toto zobrazeni vzajerapednoznéné
a vyjadujeme jej zapisem

a=b™,

(30)
b=a™.

Ovéreni, zerezy skuténg sphuji i zbylé axiomy algebraickéhélesa,
ponechavameétendi jako jednoduché domaci ¢eani.

Poznamka

DalSimi giklady transfinitnichdles jsou mnozin& vSech
komplexnichéisel, mnozindl vSech kvaterniaiy nebo mnozina O

vSech oktoniofi. Mohutnost infinitnich mnozin zigéme «
mohutnost transfinitnich mnozin zZiime hebrejskym pismenem
[1(cti alef).

14



Moduly a vektorové prostory
1) Definice modulu

Nech’ O je okruh. MnoziniM nazveme modulem nad okruhém
jsou-li definovany naM operace &tani a nasobeni konstanto®z
sphujici nasledujici axiomy:

1) (M,+) je abelovska grupa

2) UA,x00,0mOM :AQu0n) = (A L) On
3)0n =0

4) ~10n =-m

5) Om,nOM :AQm+n)=A0n+AM

6) (/]+,u)mn:/1ﬁm+,u|]n

7)1 =m@O=m

2) Definice vektorového prostoru

Neclt T je €leso. MnozinWV nazveme vektorovym prostorem nad
télesemT, jsou-li definovany n& operace &tani a nasobeni
konstantou Z sphujici nasledujici axiomy:

1) (V,+) je abelovska grupa

2) 0A,uOT,OvOV AQuv) =(A0u) v
3) 0w =0

4) -1V = -v

5) Ou,vOV :AQu+v) =AM+ ALy

6) ()I +/,1)D/:/1 v+ v
N1v=vd=v

Prvky vektorového prostoru nazyvame vektory a dajeme je vzdy

malymi twenymi pismeny. Specietmulovy, resp. jednotkovy vektor
ozna&ujeme ténou nulou, resp. jedékou.

15



Poznamka

Algebra prostak konstruovanych nad finitnimélesy (tzv.
faktorovych prostori) je formalre o réco slozigjSi, nez algebra
prostofi konstruovanych nad infinitnimi a transfinitnindigsy (t;.
vektorovych prostdr). V této webnici se ji hlou§i zabyvat

nebudeme, vyjmagkolika priklada, vyslovre deklarovanych v textu.

Zakladni vlastnosti vektar

1) x +0=10k+ 0k =(1+ Q) x = X (31)

2) DaOR:a@=a(0)=(aD)x=0Xk=0 (32)

3)Da;toma&:o:x:(iajx:i(ax):—10:o (33)
a a a

4) OxOVOyOV:ix+y =0« y=(-1)X (34)

Diikaz

Predpokladejme nejprve existenci dvou takovychto egktozna&me
je naf. y,z. Potom

y:y+(x+z):(y+x)+z=O+Z: Z (35)
Dale
x+(-1) X =1+ (-) X =(1+(-))x = ox=0. (36)

Defice linearni zavislosti vektar

Skupina vektar S=(u,,...,u,) z vektorového prostoid je linearr

zavisla prav tehdy, jestlize alesmgeden z vektar této skupiny je
linearni kombinaci ostatnich, tj. plati-li

|:ui DS:ui :ﬁlul-l_“'+18i—1ui—1+18i+pi+1+'“ +:8nun’ (37)

16



pricemz g, ---, 53, UR.
Rovnice ( 37) je vyjaignim tzv.linearni kombinace vektona.
Rikame, Ze se nam paila vektor u, linearre nakombinovat

z ostatnich vektdrskupinyS
Kritérium linearni zavislosti vektai

Skupina vektok S=(u,,...,u,) z vektorového prostord je linearr
zavisla prav¥ tehdy, jestlize vektorova rovnice

181u1+”'+/8nun20 (38)

s neznamymjpg, ---, 8, R ma netrivialnireSeni (tj. neplati, ze

B,=B,==,=0).
Diikaz

Dukaz rozalime na d¥ ¢asti a kazdodast dale na dva kroky:
1) = Neclt skupina vektar Sje lineari zavisla. Potom alespo

jeden z vektar této skupiny je linearni kombinaci ostatnich. Nigeh
timto vektorem nap u .. Lze tedy psat

U, =fu+-+5 U, (39)
kde 8,,---,5,.,UR. Odtud vyplyva, ze
Bu,+-+B_u,_,+(-1u, =0. (40)
Vektorova rovnice ( 38 ) ma tedy vskutku netrivide$eni
£=0,.5.=045=-1 (41)

1) O Nechlt méa vektorova rovnice ( 38 ) netrivialf@Seni, potom
B # 0. Neclt nag. g, # 0. Potom z vektorove rovnice ( 38 ) plyne

17



ﬁl ﬁn—l ( 42 )

u :——ul—...——u

ﬂn n-1?

C0Z znamena, ze jsme vektoy linearre nakombinovali z ostatnich
vektorti skupinyS ktera je tudiz lineagnzavislou.

2) = Neclt S=(u,) je linearrs zavisla. Potom musi b, =0 a
vektorova rovnice ma netriviali¢Senis, =1.

2) 0 Nech’ ma vektorova rovnice netrivialtéSenis, # 0. Potom
plati Bu, =0 a tedy

U === u,=0, (43)
%

1
SkupinaSje proto lineara zavisla.

Diasledek 1

Obsahuije-li systén$=(u,,...,u,) nulovy vektor, je linedmhzavisly.
Diikaz

08 #0,B0OR :SI0D=0. (44)
Disledek 2

Obsahuije-li systéns=(u,,...,u,) dva stejné vektory, je linedn
zavisly.

Ditkaz

0B #0,B0R:B+(-4)=0. (45)

18



Prvni weta linearni kombinace
Podsystém lineddnezavisleho systému je lineamezavislym.
Ditkaz

Mg&jme dan linearéinezavisly systém vektdrS=(v,,..., v, ). Potom
dle predeslé ¥ty musi platit implikace

ﬁ1V1+”'+ nVn:Ojﬁlzﬁzz'”:ﬁn:O' (46)

Prevedeme-li nyni libovolnglen (nebo skupindlent) z levé strany
napravo, dostaneme

By, +-+B. N B NV, -+ LYV, =0-8V =0, (47)

To ale vskutku znamena, Ze podsystém... V.,V ,,... .V, )
piivodniho line&rtt nezavislého systémy,, ..., v, ) je ot linedrre
nezavislym, nelznovu platig, =---=8_,=8,,=--=8,=0.

Druha véta linearni kombinace

SystémS=(v,,..., Vv, ) prvki prostoruV je linearrt nezavislym préy

kdyz je kazdy vektor ¥ mozno napsat nanejvys jednimigpbem
jako linearni kombinaci pruksystémus,

Ditkaz

Dukaz provedeme sporem. Né&gk systém nezavislym a nath
Ua,,BUR,vOV:v= > av,= ) Bv,. (48)

Potom
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O:(al_ﬁl)vl+“'+(an_ﬁn)vn (49)
a tedy musi byt
0i=12,...na-B=0=a =4. (50)

Neclt je naopak systérs zavislym a necho tom sedci netrivialni
linearni kombinace

Zcrjvj =0. (51)
j=1

PrvekO je vSak mozno napsat jestiinym zpisobem:

0=00y +---+ 0Ly (52)

n-

Existuji tedy nejméhdva zpisoby, kterak vyjatit kazdy vektor
linearrgé zavislého systému.

Definice vektorové baze

Systém vektar S= <v1, ,vn> z predchozi ¥ty nazveme vektorovou

baziB prostoruV, praw tehdy, jestlize kazdy vektorJV Ize zapsat
praw jednim zgfisobem jako linearni kombinaci tohoto systému.

Definice dimenze vektorového prostoru vzhledem kiba

Patet prviki bazeB vektorového prostorM nazyvame dimenzi
prostoruV vzhledem k bazB, coz zndime dim,V .

Prvni veta vektorové baze

Neclt (u,,...,u,) je linerr nezavisly systém
v kong&nédimenzionalnim vektorovém prostovli Neni-li tento

20



system bazi, potom jej Ize doplnit o jisté vektary..., v, tak, ze
nova skupingu,, ..., U,,V,,... ,V, ) jiZ je bazi prostory.

Ditkaz

Neclt (u,,...,u,) je nezavisly systém v prostovl MiZeme tedy
psat

au,+---+au. =0=>a,=a,=---=a,=0 (53)

m

Nectr daleB={(e,, ..., e,) je baze prostorV. Sestrojme systém
vektorh

(Up,oo U, ). (54)

Tento systém jerejme linearré zavisly, nebd kazdy z vektaf u. je
linearni kombinaci vektdrbazeB. Existuji tedycisla
a,...,a.,B,..., B, jez nejsou vSechna rovna nule, takova, ze

alu1+”'+amum+/8191+"'+:8n31:C- (55)

Protoze vSechna, =0, musi byt alespojedno zéisel S # 0.
Prislusny vektore mizeme tedy psat jako linearni kombinaci skupiny
vektori

(Up oo U € 1 €1, €, €). (56)

Odtud a z faktu, ze kazdy vektoW4ze psat jako linearni kombinaci
systému ( 54 ) (nelbd je baze) plyne, ze kazdy vektoW4ze psat
jako linearni kombinaci systému ( 56 ). Je-li systéré J bnearr
nezavisly, je to baze a naSeho cile je dosazeno. Rokudtak neni,
Ize ze stejneéhotvodu vyskrtnout z ( 56 ) dalSi vektey ktery je

linearni kombinaci ostatnich vektosystemu.
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Takto Ize postupovat do té doby, az po koéen p@tu kroki (jelikoz
V je kong&nédimenzionalni prostor), ziskame line&mezavisly
systém vekta, ¢ili hledanou bazi ve tvar(u,, ..., U, V,,... ,V,),

kdev,,..., Vv, je jistychk vektotti z pivodni bazeB.

Druha véta vektorové baze

Kazdy systérmm + 1 vektofi z n-dimenzionalniho vektorovéeho
prostoruV, je linearrg zavisly.

Ditkaz

Predpokladejme, ze systamt+ 1 vektoti SveV, je linearr
nezavisly. Podle prvnigty baze Ize tento systém doplnit na bRAzi
vektorového prostorV,, . P@et vektofi této baze je tedyisi, nebo
rovencislun + 1, tj.

dim,V, =2n+1, (57)
coz je spor sigdpokladem, zelim,V, =n.
Tieti wta vektorove baze

VSechny baze kore¢dimenzionalniho netrivialniho vektorového
prostoruV maji stejny poet vektof.

Ditkaz

Necht B=(u,,...,u,), B'=(v,,...,Vv,) jsou d¥ rizné baze prostoru
V. Predpokladejme nyni, zen# n. Neclt nag. platin>m.

Potom systém vektor(v,,..., v, ,v,.,) je dle druhé sty baze

linearre zavislym systémem. To je ovSem sporedpokladem, ze jej
|ze doplnit na bazi prostoM (viz prvni Wta baze). Proto musi byt

n< m. Predpokladn < m ovSem povede ke sporu uplstejnym
postupem, takze musi vskutku platit= n coz jsme cldi dokazat.
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Disledek

Dimenze vektoroveho prostoXje ¢islo, které je nezavislé na veélb
baze, tj. dimenze prostokije volbou tohoto prostoru ¢&na
jednozné@ng. Proto ji nadale budeme ozwmeaat jiz jen symbolem
dimV.

Definice vektorového podprostoru
Neprazdna podmnozin& vektorového prostor\ je vektorovym
podprostorem prostoM (ozna&ujemeW V) praw tehdy, jestlize

plati tyto dw implikace:

uviw =u+viW

(58)
a R, uJW = auJW.
Definice linearniho obalu systému vekitébr

MnoZinu vSech linearnich kombinaci systému vektov,, ..., w, )

z vektoroveého prostord nazyvame linearnim obalem tohoto systému
a oznaujemeL(w,,...,w,).

Piiklad vektorového podprostoru

PodmnozinaV :{(x, y,0,00R"* :xOR ,yD]R} aritmetického
vektorového prostoriR* je jeho vektorovym podprostorem.

Ditkaz

Nech’

u=(x,y;,0,00W,

(% ,,0,0)0W (59)

\Y

potom rovrez
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U+v=(x+x,y,+Y,0,00W, (60)
OaOR:au=(ax,ay,,0,0) av=(ax, ay,,0,0

Priklad linearniho obalu systému vektar

L((2,1,0,3 ( 3,2,,pOR* je mnozina viech vektizrjez Ize zapsat
ve tvarua(2,1,0,3 + B( 3,2,1}, kdea, BOR.

Pozorovani

Samoz#ejme, Ze uvazovany linearni obal redstavuje cely prostor
R*. Kdybychom vsak sestrojili linearni obal baze poasRR*,
obdrzeli bychom tento vektorovy prostor cely.

Priklad:

Oa,B,y,0:a(1,0,0,0+B3( 0,1,0,p+y( 0,0,85( 0,0,p4
=(a,0,0,0+(03,0,0+( 0,0/ ,p+( 0,0,8)=(a B,y,0)0R*

(61)
Definice generujiciho systému vektoroveho prostoru
Systém vektar B={(e,, ..., €,) pro ktery platf
L(B)=L(e,....q)=V (62)

nazyvame systémem generatdrgenerujicim systémem prostovu

Prvni véta linearniho obalu

Linearni obalL(wl, ,wk> je vektorovym podprostorem prostoru
V praw tehdy, kdyzw,,...,w, OV.
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Diikaz
Nectt a OR; u,vOL(W,,...,w,)=W. Potom

Uu=uw,+---+Uw,, (63)
VVW, +e VW,

Podle definice vektorového podprostoru mame dokaeat

u+viw,
(64)
au W,
Skutené plati
u+v=(u +v,)w,+-+(u +v,)w, OW,
(65)

au=(au,)w, +---+(au, )w, OW.
Druha veéta linearniho obalu

Predpokladejme, Ze skupina vektdB =(w,, ..., w,) je systémem

generatol vektorového prostor\.
Provedeme-li se systémedmekterou z nasledujicich operaci,
ziskdame novy systém generdittéhoz vektorového prostoi:
1) Zameénime pdadi vektod v systémus,
2) Vynasobime &ktery z vektoé skupinyS nenulovynxislem
3) Pricteme k kkterému z vektar skupinyS linearni kombinaci
zbylych vektot systému.

4) Pripojime k vektotim systémus libovolny dalSi vektor, ktery je

linearni kombinaci vektdrtohoto systému.
5) Jestlize je dktery z vektod systémuSlinearni kombinaci
zbyvajicich vektak tohoto systému, vynechame jej.
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Ditkaz

1) Tento bod je trivialni
2) Neclt’ a # 0. Uvazujme vektorové prostory

W =L{w,,...,W,),

W' =L{aw,,...,w,). (66)

Mame dokazat, 2&/ =W'. Predpokladejme tedy, 2eJW, tj.

X:X1W1+---+Xan:ﬁ(a’wl)+X2W2+---+X2W2 (67)

a

Odtud je ihned viék, ze vskutkux W' a protowW =W'.
Snadno zjistime, ze plati i obracena implikace, tj.

xOW' = xOW. (68)

3) M¢gjmecislaa,,a,,...,a, ,# 0;n0N". Chceme dokazat, ze

W =L(W,,..., W)= L{(w, +aw,+-+a, W, ), W,,...,W,

(69)
Zvolme vektorx OOW tak, aby platila vektorova rovnice

)=w

X2W2+X3W3+---+ann20. (70)
Potom

X=XW, + X Wyt + XW, =

— X1W1+ﬁ(0’1W2)+'“+ X

a, )

n-

(an—lvvn) + X2W 2+'”+Xan'

(71)
Odtud

X =XWy + 0+ X W, + oo W, = XWX+ Xw, W
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(72)
ProtoW =W'.

4) tento bod se dokaze analogicky jako bod 3.
5) Mame dokéazat, ze

W = L{W,, (QW, +a W+ +a, W, ), Wy W

) (73

= L{w, Wy,... W, ) =W".

Analogicky jako pi duikazu ostatnich bddzvolime vektor
x W a dostavame

X= X1W1+(§(O’1Wl)+aﬁ(azwg)+---+%(an_]\_/vn)j+

1 2
+X3W3+...+ann_
(74)
Odtud

X=X W,y + 0+ XGW g oo+ X W, = XWX g+ -+ X, OW

(75)
ProtowW =W'.

Definice:

VySe popsanych 5 transformaci zachovavajicich linedrali

vektorového prostoru nazyvamementarnimi transformacemi
Elementarni transformace v systému vektoruziva nap. Gaussova

eliminaé¢ni metoda(GEM), se kterou se seznamime p#izd
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Johann Carl Friedrich Gauss
Poznamka
Zakladni poznatky o vektorovych prostorech a jejitastnostech,
které jsme ziskali v tomto odstavci, lze shrnoutzlo Steinitzovy
véty:

Steinitzova ¥ta

Budiz <u1, ,un> systém generatbvektoroveho prostorM. Necht’
(Vir..., V) je ngjaky linedrrs nezavisly systém Vé. Potom

1) k<n
2) Po vhodnem fecislovani prvk u; generuje skupina
(Vir ooy ViUpys-.. U, ) prostorV, neboli plati

L(Vy,.oos Vi Uggseen U ) =V (76)

Ditkaz

Dukaz provedeme indukci. Pokud= 1, pak

v1:Zaiui, (77)
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jeztou; generujiV. Fri tom musi byt sktery z koeficieni a; # 0,
neba’ jinak by v, byl nulovy vektor a ten netvolinearré nezavisly
systém. Polozme tedy nam, # 0 a po vydleni obou stran rovnice
( 77) timto koeficientem dostavame

1 ol
—V,=u,+ ) —u, 78
PR D (78)
neboli

V, 4,
u,=—->» —u.. (79)
Mame tedy
L(V,,U,,...,u,)=L(u,,... ,u,) =V, (80)

nebd L(v,,...,v,)OL{u,,...,u,) praw kdyz kazdy prvek,
mizeme vyjadt jako linearni kombinaci prvku,, ..., u, .
Neclt tvrzeni plati pr&k = ma necli (v,,...,v,.,) je stale jedt

linearré nezavisly systém. Dle indakiho gedpokladu mame
generujici systénv,, ..., vV, ,U....... ,U, ). MiZeme tedy psét

m n

vmﬂ:Zaivi +Zaiui. (81)
i=1 i=m+1

jelikoz je (v,, ..., V,,,) linearrs nezavisly systém, musi byt
m

Vo= D@V, 20, (82)
i=1

¢ili rovnéz
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Zaiui £0. (83)

Odtud ihned plyne, ze jednak pro ndv@ m+ 1 plati

k<n (84)
a jednak
Ojzk:a; #0. (85)

Polozime-li nap a, # 0, dostaneme po vyteni rovnice ( 81 ) timto
clenem

uk:— —v+ Z—u (86)

i=1 i=k+1 k

coz je hledana rovnost.

Ernst Steinitz (1871 — 1928)
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Vektorové podprostory
Sjednoceni podprostdr

Nech’ X, Y jsou dva vektorové podprostory vektorového prastor
Potom mnozina

X OY ={x+yOV:xOV Oy OV}, (87)

kterou nazyvame sjednocenim podprasry, je vektorovym
podprostorem prostond.

Ditkaz

Neclt u+vUOX OY. Potom

vy, (5)
kde x,,x, 0 X,y,,y,0Y. Plati tedy

OaUOR:x, +x,0X,ax,0X,y,+y,0Y,ay,00Y, (89)
takze

u+v=(x+x,)+(y,+y,)0Xx0Y, (90)

au=a(x, +y,)=ax,+ay,0X0Y.
To ale dle definice podprostoru znamena, ze vsktkuy OV .
Prinik podprostof:

Pranik libovolného systému vektorovych podprosteektorového
prostoruV je vektorovym podprostorem prostovu
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Ditkaz

Predpokladejme systé|<NVi> vektorovych podprostérprostoruv,

kdei probih& pes indexovou mnozind. Protoze nulovy vektor lezi
v kazdém podprosto/, je mnozina

W =W (91)

i0A

neprazdna. &&jme plati implikace

OidA: x,yOW = x,y OW. (92)
Protoze ale

OiODA:WDOV, (93)
je

OiDAOaOR:x+yOW, axOW. (94)
Tedy roviez

X+yOW, axOW. (95)

Dle definice vektorového podprostoru to ale znaméaa/skutku
wiav.

Prvni vta dimenze

Neclt’ W je vektorovy podprostar-roznmeérného vektorového prostoru
V. Potom

dimW < dimV.. (96)
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Ditkaz

Je-liW trivialni vektorovy prostor, potordimW = 0 a tvrzeni plati.
Nech’ W je netrivialni vektorovy prostor. Zvolme nenulowvgktor
u, OW a ozn@meW, = L(u,). Jestlize pakV, =W, jsme s dkazem

hotovi. Pokud al&\V, OW, zvolime dalsi vektou, OW \W,. Ozn&me
W, =L(u,,u,). Je-li jizW, =W, jsme s dkazem hotovi, v opmém
pripact postupujeme timto Zigobem tak dlouho, az po kame&m
postu k krokii (k < n) sestrojime prostof, =W . Tedy vskutku plati

dmW =k<n=dimV. (97)
Druha véta dimenze

Neclt X, Y jsou konén¢rozmerné vektorové podprostory vektorového
prostoruV. Potom plati

dimX +dimY = dim( X OY)+ dim(X nY). (98)

Ditkaz

Podle ¥t o sjednoceni a pniku podprostat jsou X Y a X nY
rovreéz podprostory prostord. Dale samaozjng¢ plati relace:

XnYOX,
XnYOY,

XOvYdX, (99)
Xaovyay,

XnYOXOY.

Ozna&me
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m=dim X,
n=dimY, (100)
k=dim(X nY).

Dle prvni &ty dimenze jek < m k<n. Nech’ B=(u,,...,u,) je baze

prostoruX nY. V pripac, Zzek =m=n jsme s dkazem hotovi.
V pripacE k <m, k <n lze tento systém vektibdle druhé ¥ty baze

doplnit na bazi prostor}, resp.Y, resp.X Y, tvaru

(Ups oo Up Xiggaeee X ) (101)
resp.
(Ups oo U Yiarseee 5 Y ) (102)
resp.
(Ups oo Up Xiagreee X Yiersee- oY) (103)
Proto
dim(X OY)=m+(n-k), (104)

coz jsme chdli dokazat.
Matice
Definice matice

Libovolny uspdadany system sloupcovych (regfpdkovych) vektok
S=(u,,...,u,)0V tvori schéma zvanéatice, které rozepsano do
slozek nabyva tvaru
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U, U, - Uy
s=| * 7 2, (105)
uml um2 umn

kde prvni index kazdého prvku vzdy oZope pdadiradku, druhy
index pdadi sloupce, ve kterem se dany prvek vyskytuje.
Rikame, Ze matice ( 105) je typox n, cozcéasto vyjadujeme
zapisemS(mxn).

Definice hodnosti matice

Patet linearg nezavislych vektdrv S, nebolicislo

h=dimL{u,,... u,), (106 )

nazyvamehodnosti maticeS a zna&imeh(S).
Definice regularni matice

Matici S(nxn) (tzv. stvercovou matici) nazvenregularni matici,
praw kdyz plati rovnost

h(S)=n, (107)
neboli, kdyz

dimL(u,,... ,u,)=n, (108)
&ili

L{u,,....u,)=V. (109)

Sloupce (respadky) regularni matice tedy tkicsystem generator
prostoruV.
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Definice singularni matice
Kazdou matici, ktera neni regularni, nazvesmgularni matici.
Priklad 1

Méjme 2 vektorové podprostory

U=L(u,u,),
(uu,) (110)

V=L(v,v,),
vektorového prostorW,, kde

=(1,2,4,0 u,=(-1111,
0, =219 1, =(- 111) (111)
v, =(1,-1,3,9 v,=( 0,1 6; 1B
Vypoctéme prostor
Z=UlV. (112)

Reseni

Prostednictvim elementarnich transformaci (viz drubévinearnino
obalu) postup&iupravime systém generaiavbou podprostar,
tvoricichradky ¢tvercove matice, na tzhorni lichobéznikovou
matici. Uvedena metoda je znama, jaRaussova elimingni
metoda (GEM):

Cisla alb u prislusnéhdadku vzdy zna, Ze tentdadek nejprve

vynasobime&islema a vysledek potéigEteme kb-nasobkuadku
ozn&enehoe . Vyslednym vektorem v nasledujicim kroku nahradime
puvodni p@&itanyradek. Takto postupujeme do té doby, dokud
puvodni matici neupravime na horni lickdbikovy (speciel& horni
trojuhelnikovy) tvar.
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1 2 1 0)- 1 2 1 0
1 -1 3 7(1-1]0-3 2 7]|-
-1 1 1 1|41 |0 3 2 1|11
0 1 -6 -13 0 1 -6-13-31
(113)
1 2 1 0 1 2 0
0 -3 2 7 0 -3 2 7
O 0 4 8- 0 0 4 8
0 0 20 40-15 {0 0 0 ¢
Takze
Z=1((1229 (0~ 3,2,y(, 0,0,4B0W,. (114)
Pozorovani

ProtozedimU +dimV = 4adimZ =dim(U OV) = 3 musi byt
dim(U nV) =1, jezto plati (98 ).

Piiklad 2;

Budiz dan systém vektbprostoruv,

u, =(3,0,4,9

u,=(12,2,9,

0, =(5.0,0,4 (115)
u, =(4,4,1,9

Oweite, zda je systém line&rzavisly,ci nezavisly

a) lezi-li prostorV, nad tlesemRR.
b) lezi-li prostorV, nad ElesemZ,
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H~ O P W
A O N O
R O DN b

3 0
0O -6
0O O
0O O

-12 -23

-31
-35
_34
4 5
-2 -13
4 13

g ~ O O

3 0 4 5
0-6-2-13 »
o 0 4 13|
0-3 5 5)-21
(116)
3 0 4 5
0-6-2-13
- |0 0 4 13/
13 (o o 0 16

Vidime, ze naddesemR je system ( 115 ) lineatmezavislym a
tvoti tedy bazi prostori,.

b)

H O P W
A O N O
R O DN b

O O O Ww
o O N O

o 01 W b~

"
13~
11

5

o O O Ww

g ~ O U

2
5
6

3403

O O O w

D O N O
o o N O
o o1l w H

(117)

Systém (115) je nadlesemZ, linearré zavisly.
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Definice jednotkové matice

Jednotkovy prvek grupy vSech regularnich mati¢itamatici

1 0 0
E=|. | . , (118)
00 - 1

kterou nazyvamgdnotkovou matici.
Definice kanonické baze

Vektorovou bazi tvienou sloupci (resgadky) jednotkové matice
nazyvameanonickou bazi

Definice transponované matice

Matici B nazveme transponovanou matici k madiccoz znaime
B=AT (119)
jestlize plati

Ob0B,aldA:a; =b, (120)

Regeno slovy, transponovana matice vznikndwaqani maticeA
vzajemnou zagnou prvki v i-témriadku za prvky v-tém sloupci (ij.
vzajemnym prohozenidadki a sloupd), ¢ili jako zrcadlovy obraz
maticeA podle jeji hlavni diagonaly.
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Souw’in dvou matic

Mg&jme dw matice:A(mxn), B(nx!). Potom operaci

AB (mx1) = (ab), :quqq. (121)

nazveme satinem maticA, B v tomto pdadi.

Pozorovani

Nasobeni maticigjm¢ neni obecé komutativni operace, takze matice
vzhledem k této operaci tiicobecr neabelovskou grupu.

Niels henrik Abel (1802 — 1829)
Prvni vwta matice

Necht’ A, B, C jsou r¢jaké maticeE je jednotkova matice. Potom
kazda z rovnosti

a) AE =A =EA (122)
b) (A+B)C =AC +BC (123)
c) A(B+C)=AB +AC (124)
d) (AB)C =A(BC) (125)

plati, pokud operace na jeji levé stramaji smysl.
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Ditkaz

Dukaz tvrzeni a), b), c) ponechavamendai jako jednoduché domaci
cvic¢eni, tvrzeni d) nyni dokazeme:
Nech’ jednotlivé matice jsou typé (mxn),B(nx p),C(pxq).

VSechny soéiny v d) potom maji smysl a vysledné matice na obou
stranach rovnosti jsou téhoz typux . Ozn&me

A(mxn)=a,,B(nxp)=h,C(pxq)=c
AB(mx p)=u,,BC(nxq)=

ij?

(126)

Ij’

(AB)C(mxq)=x,,A(BC)(mxq)=y,.

Potom plati

EOAERSHLLLS

s=1 s=1 t=1 ( 127 )

Y; =gat ZZaths 5-

t=1 s=1

Tedy vskutkux; =y .
Druha véta matice
(AB)' =BTA” (128)

Ditkaz

(AB)' :anbKiajk=BTAT (129)
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Nehomogenni soustavy
Pozorovani

Speciel’, soin n¢jaké maticeA a vektorux generuje obecnjiny
vektorb, coz zapisujeme jako

AX =b, (130)

o kterézto operaci hoyime jako o linearni transformaci (zobrazeni)
vektorux pres maticovy operatax.

V praxi se¢asto setkavame s problémem, kdy vektg pro nas
neznama. V takovémpad vyjadiuje vztah ( 130 ) maticovou
rovnici, ¢ili soustavu linearnich rovnic o vice neznamychraatici A
hovaiime jako omatici soustavy( 130 ).

Prvni wta nehomogenni soustavy

Je-lin pacet neznamych soustavy ( 130 ), potom plati:

a) jestlizeh(A) =n, ma soustava ( 130 ) préjednoieseni
b) jestlize h(A) <n, m& soustava ( 130 ) nekéng mnohoreseni

Ditkaz

Bod a) je zcelaizjmy.

Bod b) vSechn&eSeni obdrzime tak, Ze jistynolk-h neznamych
volime vSemi moznymi (tj. nekotie¢ mnoha) éznymi zpisoby a
zbyvajicichh neznamych jednoztia¢ dopaitame.

Definice rozSkené matice soustavy

RozsSfenou matici soustavy ( 130 ) rozumime matici
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a, &, - 8y b1

a -« a.lb
R= a:21 :22 " :2n :2’ (131)

anl ar12 ann bn

tj. matici A doplnénou vpravo o sloupcovy vektor(tzv. vektor
pravych stran soustavy ( 130)).

Druha véta nehomogenni soustavy

KazdéreSeni nehomogenni soustavy linearnich rovnic ()380
zarover reSenim kazdé rovnice, jejiz charakteristicky vekidezi do
linearniho obalu vSedadki rozSfené matice soustavy

Ditkaz

Dukaz plyne okamzitz druhé ¥ty linearniho obalu. Nahradime-li
kterykoliv fadek matice soustavy charakteristickym vektoresjihg
linearniho obalu, jejfeSeni se nezni.

Tieti wta nehomogenni soustavy

Maji-li dvé soustavy rovnic tytéz neznamé psane v temiadba
jsou-li linearni obalyadka rozStenych matic obou soustav shodné,
potom ol& soustavy jsou ekvivalentni.

Ditkaz

Z predpoklad dokazované &ty plyne, ze kazda rovnice prvni
soustavy je linearni kombinaci rovnic druhé soustanaopak. Podle
druhé ¥ty nehomogenni soustavy je kazd8eni prvni soustavy
zarove reSenim druhé soustavy a obraceélo ale znamena, ze ®b
soustavy jsou skute¢ ekvivalentni.
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Frobeniova \ta

Nech’ maticeR je rozStenou matici soustavy ( 130 ). Tato soustava
mateseni prag kdyz h(A) =h(R).

Ditkaz
Neclt soustava ( 130 ) méa vekt@Senix =(x,, ...,x,). Plati tedy

ak1X1+ak2X2+'”+aann:h<' (132)

Odtud plyne, Ze posledni sloupec mat;dj. vektorb, je linearni
kombinaci vSech sloupanaticeA. Proto nutg

h(R)=h(A). (133)
Nech obraces h(R) =h(A)=h. Potom matic®k ma tyz pdet
linearré nezavislych sloupcjako maticeA. Proto posledni sloupec

maticeR, tj. vektorb, musi byt linearni kombinaci sloupmaticeA.
Existuje tedy takovy vektox =(x,,...,x, ), Ze plati ( 132 ), neboli

SlX1+SZX2+---+San:b, (134)
kdes, je k-ty sloupec maticd, cili

S = (a8 an), K=12,.. m. (135)

Ferdinand Georg Frobenius (1849 — 1917)
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Piiklad 1

Nad €lesemR najdme parametyl takovy, aby vektob byl linearni
kombinaci vektak a , a,, kde

a,=(3,2,6,

a,=(6,8,7), (136)
b=(9,121)

Reseni

a(3,2,6+3(6,8F=(9,12) (137)

To je vSak soustava rovnic

a+6L4=9
2a + 86 =12 (138)
6a+76=A

Gaussovou eliminai metodou dostavame

3 69) (2 81 2 8 12 2 12

2 812|~(3 69/~| 0 -6 -9 |~| 0-l6 - 9 |,

6 714) |6 74 0 -17A- 3 0 0i- 10,
(139)

odkud

A=10,5. (140)
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Piiklad 2

Nad €lesemR najdEme parametyl takovy, aby vektob byl linearni
kombinaci vektak a,, a,, a;, kde

a,=(2,39,
a, =(3,7,9,
.=(3.7.9 (141)
a,=(1-6.3,
b=(7,-21)
Reseni
a(2,39+8(37.8+y( & 6=( % 2) (142)
To je vSak soustava rovnic
20+30+y=17
a+7[5-6y=-2 (143)
50+86+y=/
Gaussovou eliminai metodou dostavame
2 3 1|7 2 3 1 7
3 7 -6-2|~| 0 25-7b-12,5|~
5 8 1|4 0 05 -1HA- 17p
(144)
2 3 1 7
~ 3 2,5- 15 - 12,5

0 0 0/(25 17,54)

Odtud zgtnym chodem GEM

2,5-17,5¢1 = ( (145)
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cili

A =15, (146)

Piiklad 3

Nad tlesemR najgme parametyl takovy, aby vektob byl linearni
kombinaci vektak a, a,, a,, kde

a, =(4,4,

a, =(7,2,

,=(7.2]) (147)

a3:(41156)1

b=(5,94)

Reseni

a(4,43+p(7,2)+y( 416=( 6,9) (148)

To je vSak soustava rovnic

da+7L+4dy=15

4a+2B+y=9 (149)

3a+[+6y=A

Gaussovou eliminiai metodou dostavame

4 7 45 4 7 5 4 7 4 5

4 2 19|~ 0 -5 - 4 |~ 0-5 - 4

31 64) (0 -425 3A-37p ( 0O O 5HA- 71}
(150)

Odtud zgtnym chodem GEM
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A-7,15= 5,55

A =555+ 7,15 (151)
&ili

AOR. (152)
Priklad 4

Nad €lesemR najd¢me parametyl takovy, aby vektob byl linearni
kombinaci vektak a,, a,, a;, kde

? E (153)

a(2,39+8(37,.8+y( & 6=( % 2) (154)
To je vSak soustava rovnic

3a+76+5=A
2a+3B+y=2 (155)
6a+98+3y=5

Gaussovou elimirai metodou dostavame

2 312 (2 3 1 2 2 3 2

6 9 35/~|0 0 0 -1~ 0 25 31— )3.

3 7 51) (0 25 384-3 | 0 O -1
(156)
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Odtud

A

00o. (157)

Piiklad 5:

Nad €lesemR najdEme parametyl takovy, aby vektob byl linearni
kombinaci vektak a,, a,, a;, kde

a,=(3,2,9,
a, =(2,4,7).
a,=(5,6.4),
b=(1,35.
Reseni
a(3,2,9+8(2,4,7+y( 56))=( 1,3) (159)
To je vSak soustava rovnic
a+26+5=1
2a+4L+6y=3 (160)
6a+78+Ay=5
Gaussovou eliminai metodou dostavame
3 2 1 2 4 2 4 6 3
2 4 3~ 3 2 ~ 0-4 - 4|- 3,5~
5 7 A5 5 7 A5 0 -31A-1F 2,
(161)

2 4 6| 3
-~ 0-4 - 4- 3
0 0 A-12012
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Odtud zgtnym chodem GEM

20 + 46+ 6y=-3
- 43— 4y= 3,5 (162)
(A1-12y=-0,12

Soustava mé&eSeni pro

AOR. (163)
Zvolime-li nag. y =1, dostavamel =11,87E¢.

Inverzni matice

Definice inverzni matice

Matici A" nazvemenverzni matici k maticiA, jestlize plati

AAT =ATA =E (164 )
Diisledek

Necht maticova rovnice ( 130 ) ni@Senix. Potom

DA™ :x=A"D (165)
Ditkaz

Rovnici ( 130 ) vynasobimeifiaw zleva a zprava matié{™, ¢imz
dostavame

A7Ax =A"D,

(166 )
AAX =A"D,
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¢ili vskutku
Ex=x=A"b. (167)

Matice A™ s vlastnosti ( 165 ) tedy vskutku vyhovuje definic
inverzni matice ( 164 )

Regularita inverzni matice

JestlizeA (nxn) je regularni matice, potorA™(nxn) je rovrez
regularni.

Ditkaz

Matici A™ Ize sestrojit z jednotkové mati&a(nx n) elementarnimi

Upravami jejichradki, resp. sloupit, které (jak vime z druhé&ity
linearniho obalu), zachovavaji linearni olightoradki, resp.
sloupdi. Proto

h(A™)=h(E)=h(A). (168)
Existenéni kritérium inverzni matice

Nutnou a postaujici podminkou pro regularitu matiéeje jeji
invertibilita, tj. existence inverzniho prviai*. Ke kazdé matici
existuje nejvyse jeden inverzni prvek a to tehggnatehdy, je-li
matice regularni.

Ditkaz

Zagneme ulohou nalézt matiBitak, abyAB =E, tj.

Zakhfdj: j=1....n. (169)
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j volime vzdy pevné, takze mame soustamovnic pron
neznamych. Je-A regularni, ma tato soustava dle Frobeniosty v
reSeni pro kazdou pravou stranu.

Naopak, ma-li kazda takova soustdgaeni, jsou vSechny sloupce
tvorené vektory ortonormalni baze prvky sloupcového uhodhatice
A atedy ma tento modul dimenzi

Dokazali jsme tedy, ze

OA(nxn)B:h(A)=n < AB =E, (170)

ke kazdé&tvercové maticA pak existuje maticB tak, ze plati

AB =E prav kdyzA je regularni.

Vyménime-li nyni vzajemé ulohu maticA aB a zopakujeme znovu
cely postup tlkazu, zjistime, Ze rowz

OB(nxn)0A:h(B)=n < BA =E. (171)

Ke kazdé&itvercové maticB tedy existuje matic@ tak, ze plati
BA =E praw kdyzB je regularni.

Dle treti Wty matice pak musi platit ro¢a i obracené tvrzeni
OA(nxn)(B:h(A)=n = BA =E.. (172)

Provedeme-li negaci posledniho vyroku, mame

h(A)#n = OB(nxn)CA :BA 2zE. (173)

Neni-li tedyA regularni, nerfize mit inverzni matici.
Neclt nyniA je regularni a ne¢h

B,A =E,
(174)
AB, =E.
Dle prvni &ty matice mame
B,=B,(AB,)=(BA)B,=B, (175)
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takze
B,=B,=A", (176)
¢imz je dokazana jednozitraost inverzni matice.

Pozorovani:
-1 -1\1
AAT=E < (A7) =A. (177)

Regularita sodinu matic

JestlizeA, B jsou dw regularni matice téhoz typu, potdkB je
rovréz regularni matice.

Ditkaz

Jestlize se nam potlanalézt inverzni matici RB, jsme s dkazem

hotovi.
Tvrdime, Ze hledanou matici je

(AB)"=B7A™ (178)
Vskutku

AB)"(B7A™')=A (BB ')A '=AEA "'=AA "' . (179)
(AB)
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Priklad:

Vypoétéme inverzni maticiA ™ k matici

(180)

1 2 3 4
1 3 6 10|
1 4 10 20

Seni

Re

1
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1
2

1
1

1 3 6 100 0 1
1 4 10 200 0 O
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! !

(181)

Dostavame tedy vysledek
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4 -6 4 -1
a1 6 14 -11 3 (182)

4 -11 10 -3

-1 3 -3 1

Homogenni soustavy

Definice

Homogenni soustavou rozumime maticovou rovniciutvar

Ax =0. (183)
Prvni wta homogenni soustavy

Soustava homogennich linearnich rovnic ( 183 ) aufy veseni.
MnoZzina vSech jejiclheSeni tvi vektorovy prostoW, pro rgjz plati

dimV =n-h, (184)
kden je patet neznamych h je hodnost maticA soustavy ( 183 ).
Diikaz

Uvazujme homogenni soustavu

........................... (185)

Soustava maiejme vzdy tzv.trivialni FesSeni(nulovy vektor).
Jestlize

(186)
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jsou dw feSeni této soustavy a jestlizé IR, potom se snadno
preswdcime, ze rovaz i vektory

VAW = (v W, Y, W),

" (187)
aw =(aw,...,aw,),

jsouieSenim téze soustavy. To ale znamena, Zze mn@aBach

ieSeni soustavy ( 185 ) je vektorovym podprostorasatprulR".
Zbyva jiz jen dokazat rovnost ( 184 ). Gaussovamiebkéni metodou
muzeme soustavu ( 185 jgvést na tvar

CMX1+012X2+---+ChXh+---+Can =0

CppXpteo+Cyp X+ +Cy X, = 0 (188)

Gk * 7 + 8%, = O

PrisluSnou volbou posledniech—h neznamych a jednozéraym
dopaitanim prvnicth neznamych sestrojime tuto soustawih
reSeni:

(189)

Vektory u,,...,u . jsou Zejme linearré nezavislé a kazd@seni
soustavy ( 183 ) je mozno zapsat jako jejich line&kombinaci, neb
kazdéreSeni je jednozia¢ urceno svymi poslednimm — h slozkami.
Vektory ( 189 ) tedy tvid bazi prostorl/ a jejich celkovy péetn —h
je tudiz dimenzi prostor.
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Druha véta homogenni soustavy

MnozinaM vSechreSeni soustavy nehomogennich linearnich rovnic
........................... (190)

je rovna sottu m +V libovolného pevnéhe&esSenim soustavy ( 190 )
s vektorovym prostored vSechieSeni tzvpridruzené soustavy
homogennich rovnic

8%+ +ayX, =0
........................... (191)

V zajmu stréného vyjadovani zapiSme soustavy rovnic ( 190 ) a
(191) ve tvaru

iaﬂ =h, i0{1,...,m},
= (192)

D ax =0, i0{1...m.
j=1

Dokazeme nyni, z& =m +V . K tomu st&i dokazat pravdivost
ekvivalence nasledujicich dvou tvrzeni:

wiOM = wOm+V. (193)

[J ) Nech’ vektory OO0V . Potomw =m +Yy. Vektorm je feSenim
prvni soustavy ( 192 ) a vektgpieSenim druhé soustavy ( 192,
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n

Zaij m, =h,
=

Zn:aij Y = 0.
=1

Chceme dokazat, 2e je feSenim prvni soustavy ( 192 ). Vskutku:

Zaﬁwj :Zaii (m; +y;) :Zaumj +quyj =0 +0=h.
=1 =1 =1 i=1
(195)
—) Predpokladejme, zev =(m+y)OM, tj. vektorw resi prvni
soustavu ( 192 ). Dokazme, y&1V , tj. vektory eSi druhou soustavu
(192). Zejnme

(194)

y=w-m (196)

a plati

Zaijyjzzaijwj_zaijmj:bl_blzo' (197)
j=1 j=1 j=1

Homomorfismus

Definice zobrazeni

Obecnou maticovou rovnidhx =b mazeme chapat také jako
zobrazeni vektory na vektorb pres operatoA, coz znédime

b= A(x) : (198)
Monomorfismus a epimorfismus

Neclt (v,,...,v,) je baze vektorového prostovliNeclt dale
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OuOVO[A, .., A]OT":u=>"Av,. (199)
i=1

M¢&me zobrazeni
f:v o Thf(u)=[A,.... A, (200)
pak plati

c) f je monomorfismusiili injektivni zobrazeni

d) f je epimorfismusgili zobrazeni nd™.
e) Ou,vOV;Oc,dOT :f (cu+av)=cf (u)+df (v).

Ditkaz
a) Jestlize
f(u)=f(w)=[A,...,4,] (201)
pak
U:Z/Lvi:w. (202)

U:ZMVi- (203)
Potom
f(u)=[sm,..., 1] (204 )
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(205)

= (206 )

cu+dv:Zvi(c/1i+d,ui), (207)

a tedy

f(cu+av) :[c/11+d,ul,c)lz+d,uz,... ,CA +d,Un] -

=c[A ... A]+d[g ... ] =cf(u)+df (v)
(208)
Definice linearniho zobrazeni

Nech’ U, V jsou vektorové prostory,v U . Potom zobrazeni
f:U - V sphujici predpokladc predchozi ¥ty nazveme linearnim
zobrazenim.

Druha véta homomorfismu

Budiz f :V - W linearni zobrazeni.

a) Je-li monomorfni, zachovava linearni nezavislost
b) Je-li epimorfni, zachovava vlastnost byti systéngamerataoi.

60



Ditkaz

a) bud’ f monomorfni a b (x,,
Je-li

Proto vSechnyr. musi byt nuly.

..., X,) nezavisly systém V¥¢.

(209)

(210)

(211)

b) Bud M OV, L(M)=V,yOW. Je-lif epimorfni, jey =f (x)
pro rejaké x 1V . Totox lze linear® nakombinovat jako

2.9

pro réjakax; IM , a tedy

y:Zajf(xj).

Proto f[M] generujew.
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Komposice linearnich zobrazeni

Necht f:U -V, g:V - W jsou linearni zobrazeni. Potom
g o f U — W ( 214 )
je rovrez linearni zobrazeni.

Ditkaz

f g
BudizU -V - W, tj. g(f(u))=go f.
Neclt u,vOU ; ¢,d0T, pak plati

g(f(cu+dv))=g(cf(u)+df (v))=cg(f (u))+dg(f(v)). (215)
Definice jadra linearniho zobrazeni

Neclt f:U - V je linearni zobrazeni. Potom mnozinu
ker(f)={uDU :f (u) =0} (216)
nazveme jadrem tohoto zobrazeni.

Definice obrazu linearniho zobrazeni

Necht f:U - V je linearni zobrazeni. Potom mnozinu
Rn(f)={vOV OV :f (u) =v} (217)
nazveme obrazem tohoto zobrazeni.

Ctvrta veta homomorfismu

Neclt f:U - V je linearni zobrazeni. Potom
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a) ker( f) je vektorovy podprostor prostotii
b) Rn( f) je vektorovy podprostor prostoki

Ditkaz

a) Nech' u,vOker( f ). Mame dokazat, Zeu +dv Oker( f ).
Vskutku

f(u)=0=f(v)=>f(aw+dv)=d (u)+d (v)=cO+dD =0,
(218)
coz dle definice vektorového podprostoru znameedgkuténg

ker(f)OU. (219)

b) Necht u,vORN( f). Mame dokazat, zeu +dvORn(f).
Neclt tedy

X,y OU :f (x) =u,f(y)=v. (220)

Uvazujme dale vektor

w=cx+dyU . (221)
Potom plati:
f(w)=f(x+dy)=d (x)+d {y )= +d, (222)

coz dle definice obrazu znamena, ze opravdu

cu+dvORN(f), (223)

¢imz je wta dokazana.
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Inverzni zobrazeni

Necht f:U - V je monomorfismus. Potom ro&h f *:Rn(f ) - U
je monomorfismus.

Diikaz

Neclt ¢,d OT;u,vORN( f). Mame dokazat, Ze
fHcu+dv)=c*(u)+d *(v). (224)
Protoze

Ox,yOU :[f(x)=uf(y)=v] = [f Tu)=x.f ‘1(v):y],(225)

plati

flex+dy)=df (x)+d (y)=a +dv, (226)
a tedy

fou+dv)=ox+dy =d H(u)+d V), (227)

¢imz je wta dokazana.
Disledek

Je-li linearni zobrazeni :U — V monomorfni a epimorfni, jest to
izomorfismus, neboli bijekce.

Ditkaz

Budiz f ™ zobrazeni inverzni k Mame dokazat, Ze je ro¥h
linearni. To jsme vSak prawginili v piedeslé ¥té.
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Vlastnosti inverzniho zobrazeni

a) Nectr xO f *(y) a necti z=ker( f). Potomx+zOf™(y).
b) Nech’ x,vOf™(y), potomx —vOker( f).

Diikaz
a)f(x+z)=f(x)+f (z)=f (x)+0 =f (x) =y, (228)
b) f (x —v)=f (x)-f (v)=y -y =0. (229)

Sedma ¥ta homomorfismu

Necht f:U - V je linearni zobrazeni. Potom plati ekvivalence
vyrokau:

f je monomorfismus=  kérf ) ={0}. (230)
Diikaz

=) Nectt f je monomorfniy Oker( f ). Potomf (0) =0=y =0.
0) x,yOV xzy=x-y# 0= f(x-y)# 0= f(x)-f(y)z 0=

= f(x)# f(y)
Definice defektu homomorfismu
Neclt f:U - V je linearni zobrazeni. Pototislo
def( f)=dimker f) (231)
nazveme defektem tohoto zobrazeni.

Definice hodnosti homomorfismu

Neclt f:U - V je linearni zobrazeni. Potottslo
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h(f)=dimRn(f) (232)
nazveme hodnosti tohoto zobrazeni.

Osma ¥ta homomorfismu

Neclt f:V - W je linearni zobrazeni. Potom plati rovnost
dimU:def(f)+h(f). (233)
Ditkaz

Nectt (w,,...,w, ) je bdzeRn(f), anech (z,...,z,) je baze
ker( f). Najcsme pro kazdé =1,...,m n¢jaké v, takové, ze
fv,)=w,. (234)

Potom systémz,, ..., z,,, V;,... , V,,) je bazi prostor¥ neba’ je-i

1 “m

vV a piseme-li jednoziaé

f(v):iAlwi , (235)

plyne odtud, ze

f[v—zm:/]iviJ:f(v)—Zm:/]iwi =0. (236)

Proto musi existovat jednozivg& urcené koeficientyys, ... , 4,
takove, ze
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v—Z:/Lvi :Z’Uizi =0, (237)

i=1 j=1

§.

V:ZAivi+Z,ujzj, (238)

odkud jiz snadno plyne dokazované tvrzeni.
Devata ¥ta homomorfismu
Neclt f:V - W je linearni zobrazeni. Netklale

dimV =n,

. (239)
dimwW =m.
Potom

a) n<m= f neni epimorfn
b) n>m= f neni monomorfr
c) n=m= f je izomorfismu

Ditkaz

a) Je zejmé, zeRn(f)OW
b) Ztejme platiU O Rn( f)
c) V tomto @ipack je podle sedmésty homomorfismu

def(f)=0. (240)
Protoze podle osmé&ty homomorfismu plati

dimV = def(f)+ h(f), (241)
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plyne odtud rovnost
dimV =h(f). (242)
Tedy skuténe
n=m=Rn(f)=W. (243)
Priklad:

Neclt je dan operator

1+i -2 2
f= -1 1-1i 2-3/|.
0 3 A=

(244)

a) Uréeme parametd tak, abydef( f)=1.
b) Pro tento parametr najohe ker(f) ah(f).

Reseni

Hledame v3echny vektory[1C?, které se fes operatof zobrazi na
nulu, nebolireSime homogenni soustavu

f(x)=0. (245)

Gaussovou elimirgi metodou dostavame
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1+i -2 210 +i -2 2

- 1-i 2-3|]0|~| 0 -2 T

0 3 A-i|0 0 3 A-i|0

1+i -2
~ 0-i2

0 0 A-3-512/0

Odtud
1=3+2.
2

Potom

(1+i)x —2x, + Ax, = 0
- 2%, +(1- 2)x, = C

a mame prostor
Rn(f)=L{(1+i~22) (0 2.% D)

dimenze

a jadro

ker(f)= L<(—g—i—2 - 1—i—2 1j>

dimenze

def(f)=1.
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Transformace soiadnic vektoru, operator zobrazeni mezi bazemi

Nech’ B, =(v,,...,v,), B,=(u,,... u,) jsou baze prostord. Nech’
dale[4, ... ,4,] jsou sotiadniceu vzhledem KBy, [44, ... , 1,] jsou
souadniceu vzhledem KB,. Kazdy bazovy vektov. [V lze linearr

nakombinovat prostdnictvim koeficient a;, tvarenychi-tou slozkou
souadnic vektorw; vzhledem k bazB,:

v, =Y au. (253)
j=1

Nech’

UZZ'UJ j:Z'ujZa” i:Z[Zaﬂ/jjjui. (254)
j=1 j=1 =1 i=1 j—l/‘

Celou konstrukci Ize zobecnit préipad, kdy baz®,, B, maji
navzajemiizny paet vektofi (transformujeme mezi dwma iznymi
vektorovymi prostory,, aU,, kde horni index ozriaje dimenzi).
Potom zcela analogicky k ( 254 ) plati

UZZ,UJ' j:Z/’[jZaij i:ZEZaﬁﬂjjui' (255)
j=1 j=1 =1 i=1 j—l/1

Koeficienty ay, pak, na rozdil odiiedchoziho fipadu, netvid
¢tvercovou matici typur( X n), ale obdélnikovou matici typum(x n):

{aizl”m’j:l”n} . Tuto matici nazyvameperatorem zobrazeni mezi
bazemiB; a B..
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Priklad:

Necht’ A je operator zobrazegimezi bazemBy, By, a necki daleB
je operator zobrazehimezi bazemB,, By.

Najdi operator kompozice zobrazehb g:U — W mezi bazemi
By, Bw.

Reseni

Ma-li v sodadnice[4,, ... ,4,] (generatory vychoziho prostoru), pak
mag(v) sodadnice[ 4, ... , 4,], kde

j=1
Protof(g(v)) ma somadnice[cq, ,cq] (generatory cilového

prostoru), pro & plati:

a ::;g;lqd/4 = j?::g:kqdfﬁyai :::E:

n
i=1 j=1 =1

@majJ A (257)

%f_/
C(Ixn)=B(Ixm)A (mxn)

Jak vidno, je operator kompozice dvdizmych zobrazeni
Cq :meaﬂ, (258)
i=1

tvoren sodinem operatar zobrazeni jednotlivych slozek této

kompozice. Tato vlastnost je vyznamndedgevsim v tzv. tenzorové
algel¥e, o niz budeme hotib pozdji.
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Operator g‘echodu

Necht f:V - W je linearni zobrazeni, které ma ma#icvzhledem
k bazima =(v,,...,v,) a B=(w,,...,w,), a maticiB vii¢i bazim
a' =(Vi,...,vy) af =(w,,...,.w;). Necl

L (259)
W' :Zdj‘wj,.

-
pak
B=D"AC. (260)

Matici C nazyvame maticiipchodu od baze k bazia'. Ve svych
sloupcich ma matic€ zapsany saadnice vektar nové bazexr' vigi
pavodni bazia .

Souadnicex vektorux v bazia, tj.

X:ZXiVi (261)

a podobg sotadnicex” vektorux v bazia', jsou navzajem svazany
transformaci

X :Zcijx’j, (262)
j

cili
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-C _ (263)

n m

X

Ditkaz

Prechod od n&rkované baze &rkovane je

(W ) = (W ) .
Vyraz

f(v,)=) aw, (265)
znamena

(F(vy), o f(vy)) =Wy w A (266)
a podobg

(F(vy),oaf (Vi) = (Wi Wy )B.. (267)

Zkombinujeme-li nyni rovnost ( 267 ) s druhou rostid 264 ),
dostaneme prvriiast dikazu

(F(vi),....f(v))=(w,,...w, )DB. (268)

n

Naopak, provedeme-li linearni transformaci rovnosti

vi=) av, (269)
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z predpokladu ¥ty, potom mame

f(vi'):chkf (V). (270)
Dosazenim do ( 266 ) odtud plyne drula&t dikazu

(Vi) f (Vi) =@ (vy),... f (v ,))C =@ ... w JAC . (271)

Porovnanim obouasti obdrzime dokazovanou rovnost
AC=DB =B =D"AC. (272)
Dasledek

Necht f:V - W je linearni zobrazeni zedeslé wty, majici ol
baze stejné, tj. pla¥f =W, a = 8, potom

B=C'AC. (273)
Definice podobnosti matic

Matice A, B, pro réz existuje matic€ sphujici rovnost ( 273)
nazyvame podobnymi maticemi a Zme A ~B..

Priklad:
M&me dw rizné baze prostoi, které vidime zakresleny na

obrazku 1. Osy jedné baze jsou ocejchovany punviky druhé baze
kosatverci.
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Obr.1 Vzajemné zobrazeni mezi déma bazemi

a) Najdi operator zobrazeni mezntito dwma bazemi

b) Vypocti operator pechodu z puntikaté baze do késeresne
baze a vypéi v kosaitvereEné bazi sotadnicecerverg
vyznateného vektoru, ktery ma v puntikaté baziraduice [1;2]

c) S pomoci operatorufpchodu z kostivereiné do puntikaté baze
vypocti v puntikaté bazi sadadnice motk vyzn&eného vektoru,
ktery ma v kosétvereiné bazi sotadnice [1;2]

Reseni

a) V koscitverené bazi zvolime dva bazové vektory (1;0), (0;1)
(na obrazku 1 vyzrggnycernymi Sipkami) a zobrazime jejich
souradnice, pes operator zobrazeAj do puntikaté baze.
Okamzit vidime, Ze uloha vede na maticovou soustavu

NORE!
0) \y2)
. , (274)
a[0)=(¥2)
1) |1

Rozepsana do slozek, tato soustdka, ze
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all :1’ a21 = 2 !
1 (275)
a, = E; Ay, = 1
Hledany operator zobrazeni ma tedy tvar
1 2
A = Y : (276)
12 1

Vidime, Ze ma vskutku ve sloupcich gadnice fivodnich
bazovych vektar v nove bazi.

b) Operatorem fechodu z puntikaté baze do késerené je
operator inverzni k operatoru zobrazeni, tedy

Souadnicecerverg vyznaeného vektoru, vzhledem ke
kosaitvereEné bazi, tedy ziskame coby zobrazeni

Ser

c) Operatorem fechodu z kostiverené baze do puntikatée, je
ziejme samotny operator zobrazehi Sodadnice moie
vyznateného vektoru vzhledem k puntikaté bazi proto niska
jako zobrazeni

M
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Definice stopy matice

Soutet diagonalnich prikétvercové maticéd\ nazyvame stopou této
matice a znédme Tr A.

Cykli¢nost stopy

Tr AB =TrBA (280)
Ditkaz

Tvori-li maticeA, B vici operaci nasobeni abelovskou grupu, neni o

cem gemyslet. V opaném gripact dokazeme cykdinost stopy
prostou zarnou pdadi sumace arpjmenovanim suntaich index:

TrAB:Zn:Zn:aijb,j :TrBA:Zn:Zn:b}qi. (281)
= =1 =1 i1

Disledek

Stopy podobnych mati&, B jsou schodné

Diikaz

Podle definice podobnosti mame

C'BC=A (282)

a z edeslé vty pak plyne

TrA=Tr (C™BC)=Tr(BCC™)=TrB. (283)
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Determinant matice
Definice inverze permutace

Neclt P je permutace, ..., a, mnoziny{1,2,... ,n}. Uspdadanou
dvojici prvkia permutace? nazveme inverzi permutaé¢e praw
tehdy, plati-li

i<j:q>aj. (284)

Definice stupr® permutace

Pacet inverzi v dané permutaBl nazveme stugim této permutace a
zn&ime jakos; .

Definice parity permutace

Cislo
N, =(-1)~ (285)

nazyvame paritou permutaég Je-li s, lichecislo, hovdime o tzv.
liché parit permutaceR, které operator ( 285 ¥ipazuje hodnotu -1.
Pokud jes, sudecislo, hovdime o tzv. sudé patippermutacer,
které operator ( 285 ¥gazuje hodnotu +1.

Definice transpozice permutace

Vzajemnou zarnu dvou sousednich priglpermutace®? nazyvame

transpozici této permutace. Zamime-li v permutaci navzajem prvky
a,aq :j=i+1, (zanménujeme dva sousedni prvky, tj. provadime

transpozici), pak se pet inverzi zrndni o jednotku.
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Veéta o vynéné prvkii

Vyménime-li v dané permutaci navzajem dva prvkygainse parita
této permutace.

Ditkaz

Zamehme v permutaci navzajem prviy, a,, (i < j).
Tuto zaménu lze vzdy realizovat postuppomoci potu

(i-i)+(i-i-1=2(j-i)-1 (286)

transpozic, tj. lichého @tu transpozic. Rt inverzi se tim z&mi o
liché ¢islo, pra&ez tvrzeni plati.

Priklad:

Budiz dana permutace =(2,1,3. Ztejmk je s,=1. Ukazme, Ze
zanenou jejich dvou krajnich pnikziskame permutaci sudého
stupré. Tuto zandnu mizeme docilit dle fedeslé ¥ty postupnymi
zameénami sousednich priktj. transpozic:

I
NY = M —_

(213
(L2,3
(1,3,2
(

312

(287)

LA L
I

Zamenu jsme tedy vskutku realizovali prostinictvim lichého petu
(3) transpozic, které &ni stupé permutace vzdy o jednotku.
Vysledna permutace se proto&mia z pivodni liché na sudou a
parita permutace z#nila znaménko.
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Levi-Civitizv permutani symbol

Definujmecislo
ejljz...jn :sgr{( jz - 11)( jn - 11)( jn - 11)( jn - jn_l)}- ( 288 )

Z této definice jeizjmé, ze symbol ( 288 ) je antisymetrickysfci
znameénko) wuci kazdé vzajemné vyang libovolnych dvou svych
indexi. Jsou-li alesppdva indexy stejné, pak ve shiosl( 288) je
e, .. =0.Z definice je rejme, zZe Levi-Civitv permut&ni symbol

pro vSechng navzajemiizna reprezentuje operator parity permutace.

Tullio Levi-Civita (1873 — 1941)
Definice determinantu matice

Cislo

detA = Z (_])SPDﬁJlXij"'Xan: Z )(I‘IP ‘J.]:
Jn |

P=(j1,..., in) P=(j1,..., |

I
_ n n n e n o | n ol
(289)

v némz suma probihédips viechny permutade=(j,, ..., j,)
mnoziny{1,...,n} sloupcovych indekmatice
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)(11 cee X]_n
A= 1 |, (290)

Xg 0 X
nazyvame determinantem matise
Priklad:

Spateme determinant obecné matice sti@x 3. Budou nas tedy
zajimat vSechny permutadeti tidy, kterych je celken3!=6:

(L2,3 : 5,=0 @ gu=My=+1
(L3, : s5=1 @ g,=My=-1
2,3, : =2 =M, =+
( :I) . SP . e231 P ’ ( 291 )
(2143 : s5=1 @ =M=~
(31,2 : s5=2 : g,=M =+
(320 : s=3 :e,=M,=-!
Podle definice nyni sgteme hledany determinant
Xll X12 X13
detA=det X,;, X,, Xy|=
X31 X32 X33
= X X Xgs =™ XXX 3o T X X 5K 3= XX pX 3+ XX X 3= X X5 Xy
(292)
Pozorovani

Pro matice stupgh< 3 je mozno pouzit pro vyget determinantu tzv.
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Sarusovo pravidla
Sarrusovo pravidlo

Determinant pditané matice ozriajemecasto téz jako matici

se svislymi zavorkami namisto kulatych, obsahgiejné prvky jako
pavodni matice. B pocitani determinantu Sarusovym pravidlem
opiSeme prvky této nové matice jefdnou pod matici a poté je
spolu ndsobime podél diagonal, jak n&mjissikme linie ve schématu
(293).

X

X1 X X3 x‘k X
detA=det X, X,, Xy|=

XSl X32 X33

2

SRR F
7 X

X32 X33

= X X0 X33 T X KoK gt X X X 5T X % X 35X X5 %, 5:X X3%,
(293)

Jednotlivé diagonalni séumy poté séteme, pouze musime dbat toho,
ze souiny probihajici podél hlavnich diagonal (zleva do@) maji
vzdy sudou paritu a tedy je nasobithigem +1, zatimco séiny
probihajici po vedlejSich diagonalach (zprava dalewaji vzdy
lichou paritu a proto je musime jé&Stynasobittislem -1. Nevyhodou
této jednoduché metody je skénest, ze funguje pouze pro
determinanty matic nejvyse 3. stépn

L o

Pierre Frédéric Sarrus (1798 — 1861)
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Prvni wta determinantu

detA = defA ' (294)
Ditkaz

Pti vypoctu determinantu transponované matice se pouze jeawza
vymeéni radkové a sloupcové indexy. Jak plyne z definice
determinantu, hodnota determinantu se tim R@im

Priklad:

Budiz dany determinanty matitetiho stupa:

Xll X12 X13

detA =|x, X,, X,4= ( Eﬂ)qa]

P=(ay, 8, &)
X31 X32 XS
= XZI.1X22X33 11X23X + X X X 12(21X33 + XZL3XZ.X32 —X 3X22X31
(295)
Xll X21 X3
detA" =[x, X,, Xi=
X13 X23 X3

—

= X11X22X33 11X32X + X X X X21X12X33 T X31X12X23_ X31X22X13
(296)

Prohodime-li navzajefadkové a sloupcové indexy determinantu,
jednotlive prvky determinantu si navzajem wmmisto, jak
nazn&uji oblouky ve schématech ( 295 ), ( 296 ). Zadoyyrtlen se
ale v rozvoji na pravé strarf 295 ), ( 296 ) neobjevi, ani zadny
nezanikne. RoWt znaménka, jak patrnogstavaji beze zemy.
Hodnota determinantu transponované matice tedytkskaistala

stejnd, jako hodnota determinantu matideqaini.
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Druha véta determinantu

Vyménime-li v determinantdtvercové matice vzajensrdvaradky
resp. sloupce, determinant tim pouzezhznaménko, jeho absolutni
hodnota aleistane beze zény.

Ditkaz

Prohodime-li vzajemhdvaradky resp. sloupce v matici, 2ni se dle
véty 0 vynené prvki parita vsech permutaci, a jak plyne z definice
determinantu, f&poluje se tim i znaménko determinantu této matice.

Piiklad:

M¢éjme dwe ¢tvercove matice

A= [X“ Xlz),
X1 Xp (297)
B= [X21 XZZ].
Xll X12
Ziejme
detA =X, X,, = X, X5, (298)

detB = X, X, = X,X1;= = (X, X 5 X X 1) = —detA.
Treti wta determinantu

Obsahuje-li maticé& dva stejnéadky ¢i sloupce, potondetA = C.
Diikaz

Oba shodnéadky (sloupce) navzajem prohodimiamz obdrzime

pochopiteld tutéz maticiA. Jeji determinant vSak podle druhidyw
determinantu musi z&nit znameénko. Dostavame tak rovnici
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detA =—-defA (299)
ktera ma jedinéesSeni

detA = C. (300)
Veéta o rozvoji determinantu

Pro obecny determinanttého stup# plati rovnost

detA= > (I'Ip 17 %a ] = Z(—J)Hj X | A= 2= )", A
P=(a,...,a,) i=1 j=1 i=1
(301)
kde ‘Aj‘ je tzv. algebraicky dopék prvku a;. Jedna se o determinant

submatice (neboli subdeterminant), vzniklé vyneamdréhoiadku a
j-tého sloupceijpvodni maticeA.

Ditkaz

Z prvni Wty determinantu plyne, zdiklaz st&i provest pouze nap
pro rozvoj podle-téhoradku, neb® prvni Wta nam zaréuje, ze
tvrzeni vyslovena o determinantech matic vzhledgaejigh radkim
plati zcela obdolnrovreéz i vzhledem k jejich slougitn a naopak.
Snadno se Izefps\wdcit, ze pro determinanty stupm < 3 tvrzeni
plati — nap. pro determinant 3. stuprbarusovym pravidlem
dostavame:
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X1 X X3
detA =[X,;, X,, X,4=
X1 Xy X3
= X1 XX a3 T X KoK gt XX X o7 X %X X X X %, X X3X%, 3
= X11(X22X33_X23(32) + Xlz(x X s X X :)3+ X 1(3)( % 22X % )31:
Xy Xy3 X3 Xz%_ X., X1 ij _
X3 X33 X3z X3 X3 X3
= X11|A11| - X12|A14 + X14A113:

=(-¥ X | Al + (- ¥y Xog A + (= )4X14A1L

* X

=Xy

- (302)
Ozna&me ‘Aﬂ =(-1)" ‘A,—‘ a predpokladejme, Ze vztah

detA=D, = Zn:xj ‘Aﬂ (303)
j=1

plati pro vSechny determinandy,; matictadum— 1. Dokazme, ze
pak plati i pro determinanty,, matictadum.
Rozvojem determinantD,, maticeA podle prvnihadadku dostaneme

detAEDm:Zm:xj‘Aﬁ.‘. (304)
=1

Protoie‘ Aﬁ‘ jsou subdeterminanty (tzalgebraické dophiky) radu
m-— 1, miZeme je rozvinout podiédkui — 1, { > 2) maticeA;
neboli podla-téhoradku maticeA:

‘Aimj‘:g)ﬁk‘p‘imjjk""kil)ﬁk"a‘?jjk‘- (305)
= =j+
Pritom plati
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1+i+j+k

, (306)

‘Alljj,ik‘:‘AE,lj‘:(_l) Ay i

kde A, je determinant submati¢édum — 2, ktera vznikne z matice
A, vynechanim-téhotadku ak-teého sloupce vzhledem Kiyodni
matici A. Odtud mame vysledek

D, :Zm:)(lj [i)ﬁk‘pﬁjk"" Zm: Xik‘AlljjikU:

= k=1 K=j+1
= y X (gxlj ‘AEJJ‘-'_ Zm: X ‘AE,ljU :Zm:)gk"a}ﬂ :Zm:(_l)Hj )ﬁk‘Aj"
k= =1 j=k+1 k=1 k=
(307)

Pata wta determinantu

Vynasobime-li Bkteryfadek, resp. sloupetvercové maticé\ ¢islem
a R, potom determinant nové matiée se rovna

a detA . (308)
Diikaz

Vynasobime-lcislem a i-ty fadek maticé\. Provedeme-li rozvoj
determinantu maticd’ podlei-téhofadku, dostdvame postupn

detA' = (axil) A'l tee +(axin)A’n = a(xilAl-l_ et XinAn) = O’detA !
(309)

neba ziejme

0j0{1,...,n} : A = A, (310)

Sesta vta determinantu

Je-li rekterytadek, resp. sloupetvercové maticé\ linearni
kombinaci ostatnickadki, resp. sloupi, potom
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detA = C. (311)
Ditkaz

Ozna&mei-ty radek g-ty raddek poack I, J. Nech’ i-ty radek jen-
nasobkem-téhoradku, tj.

(hOR: 1 =nJ. (312)
Vynasobme nyniadekJ ¢islemn, ¢imz obdrzime dle pat&ty
determinantu maticA’, jejiz determinant j@-nasobkem determinantu
puvodni maticeA, nebol

detA’' =n[def . (313)

ProtoZe vSak maticA' ma nyni dva stejngdky| = nJ, musi byt dle
treti Wty determinantu

detA' = Q. (314)
Dosadime-li posledni rovnost do ( 313 ), dostavéamaici

nldetA = Q, (315)
ktera mareseni

detA = 000n= C. (316)

DruhéieSeni ovSem znamena, ze v maki@xistuje nulovyradek.
Vynasobime-li tentéadek libovolnyneislem a OR \{0} , maticeA a

tudiz ani jeji determinant se tim nikterak némmneboli plati
detA' = defA . (317)

Protoze ale dle pate&ty determinantu musi zarovéyt
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detA’' = a deA (318)
plyne odtud automaticky ekvivalence

N=0 < detA = (. (319)
Neclt i-ty fadek je nynim-nasobkenk-téhoradku. Celou proceduru
zopakujeme se stejnym vysledkem, jakdedeslém kroku. Takto
mutzeme postupovat, dokud neéeypame vsechnsadky
determinantu.

V pripack sloupd bychom postupovali zcela analogicky.

Sedma vta determinantu

Necht A(nxn) je horni trojihelnikova matice. Potom plati rovinos

detA = TA . (320)
Ditkaz
Determinat rozvineme podle prvkrvniho sloupcesimz ziskame

determinati) — 1)-ho stupé ktery ot rozvineme podle pruk
prvniho sloupcetimz obdrzime determinam € 2)-ho stup#, atd.

a, a, - a, a, @, - a,
T P e T
0 0 - a, 0 0 - a_
Gy3 gy Az
=a,a,, O a?“ a;‘" =...=a,a,--a_.
0 0 - a,

(321)
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Osma ¥ta determinantu

Matice A ma hodnosh praw tehdy, jestlize alesgpgeden jeji
subdeterminant-tého stup# je nizny od nuly a kazdy jeji
subdeterminant stuprvyssiho je nulovy.

Ditkaz

M¢&jme ¢tvercovou maticA, na kterou jsme jiz aplikovaliipmy chod

GEM:
d,
0 a,
A=l o o
0 0
0 0
kde Ug; # 0.

(322)

Tato matice maiejm¢ hodnosth =n-2. Spateme jeji
subdeterminanty az da € 2)-ho stup#, a to rozvojem dle
posledniho, tjn-téhofadku maticeéd, az do konce. Tim obdrzime
posloupnost determinantkteré jsoudmi nejwtSimi subdeterminanty

maticeA.
A, ap
0 a,
detA=(Q : :
0O O
0O O

Hn-y
n-1)
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a, ap
) 0 a,
O O

Hn-)
An-2)

An-2)(n-2)
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Posledni determinant je jiz subdeterminantem maticgtupré n — 2.
Dokazovanou &tu jiz snadno rozgime na libovolnou matici stugn
nxn.

Devata ¥ta determinantu

h(A)=h(AT). (324)

Ditkaz

Podle prvni ¥ty determinantu jeletA = defA '. Podle osméaty
determinantu se proto musi rovnat i hodnosti obmudnatic.

Definice adjungované matice

Neclt je danatvercova matice

&, Q, -+ 8y
p=|n %2 O (325)
Ay S &y
Ozna&me AJ.D algebraicky doplék prvku a;. Potom matici
A1D1 Agl Ahml
AlD AE A?
e (326)
5 R A

nazyvameAdjungovanou matici k maticiA.
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Desata ¥ta determinantu

AA" =E detA (327)
Diikaz

Ozn&me

AA"=c,. (328)
Spaitemec; :

Gi =a Ay ta A, t - +a, A, =detA. (329)

Nyni sp@temec;,i # |:
("’li:ail'A‘J'D1+a12AjE|2+“'+a1nAan' (330)

To je v8ak rozvoj podle prikj-téhoifadku determinantu matick’,
pro niz plati

a, a, - ay
a; a, - a
A'=| T, (331)
a; al; a)
ay a, - am

kde horni index odpovida poloze prvku v ma#ci dolni index pak
poloze téhoz prvku v matié.
Podle feti Wty determinantu je
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detA' =g, = C. (332)

Pozorovani

_detA
=7

A (333)

neboli

O
A= ditA | (334)
Disledek

Ke ¢tvercové maticiA existuje inverzni matic& ™ praw tehdy,
pokudA je regularni, neboli kdyz

detA # C. (335)

V tom pipad je inverzni matice @ena jednoznmg.

Cramerova vta

Neclt je dana soustawvarovnic on neznamych

........................... (336)

Nech’ matice této soustavy je regularni. Potom tatotseasma pra¥
jednoresSeni

qinf1,... i} :x = 968,

= , 337
detA ( )
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kde

all bll a]n
B = a, - b'2 Ay,

(338)

pricemz horni index ozrkaje pdadi sloupce maticA, ktery
nahrazujeme vektorem pravych stran soustavy (336 )

Ditkaz

ProtoZe dle fedpokladu ¥ty je detA # C, existujeA™ =

Nasobenim rovnice
AX =b

inverzni matici dostaneme

O
AAx =Ex =x =A"Db :A—b ,

detA
neboli
X Dl Agl Dl
X — 1 Dz Agz D2
: detA| : s e
X, A AL AL
kde Zejme

5o

A=A+ A+ + Alb, = detB,.
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O

detA

(339)

(340)

: (341)
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Pozorovani

Gabriel Cramer (1704 — 1752)

U homogenni soustavy maji vSechny matcey i-tém sloupci nulovy

vektor a proto je jejich determinad = 0, odkud plyne

0i 0{1,... ,n} :x

Priklad 1

(343)

Vypoctéme determinan¥andermondovy maticen-tého stupi

1
1

1

X
X

X,

N

X
X

NN

¢

n-1
1
n-1
2

n-1

X,
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Lo % o X5

I
Lk K K
1o =% x(x=%) - x(x-x)
%% %(6mx) e T (67 x)
1 0 O 0

1 X1 Xf-l X

Alexandre-Théophile Vandermonde (1735 — 1796)
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Priklad 2

RedSme determinant matice

a+pfp apf 0 o --- 0 0
1 a+f apf o --- 0 0

A= O 1 a+fp af - 0 O (346)
0 0 0 O -+ 1 a+p

Resenj

Provedeme rozvoj determinantu podle prvnidku. Obdrzime
rekurentni vyraz

detA, =(a+p8)(-1° denr , +

a+p af O --- O 0
3l O a+ a --- 0 0

rap(-¥] :ﬂ ﬁ S (347)

(a+B)(-¥ den,,+(- YaB(- } de,, =
:(0"",3) deA ,-af deA , .

Vypocteme
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detA, =(a+p) -af=a*+af+p?,

detA, =(a+p)’ - Aa+p)af=a*+a’B+ pa+°,

detA, =(a +B)(a® +a*B+ Bia + B°)-ap(a+ap + B?) =

a*+a’B+a’Bi+ B+ BY,

detA; = (a+B)(a* +a’B+a’B°+ B+ %) -
-ap(a*+a’p+fa+ fF)=

20’5+a’4,8+a’3,82+0'2,83+,84a’+,85,

detA, => a"™ p~.
k=0

(348)
To je vSak geometrickéada. Pro jeji kvocient obegplati
gt =Sn, (349)
&
Zvolime-li nagf. m=2, nebolik =1 mame
n-1
=T F-F (350)

a a

Dale, sodet prvnichn ¢leni geometrické posloupnosti je obécn
radou

a3 (351)

Vynasobime-li tento vyraz kvocientem a ¥lithe prvnimélenem
radya,;, postupg dostaneme
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n- n n-1

Sa=Fa=(r -+ Sa

i=1 i=0

odkud po jednoduché Gpraplyne

a.q->d=0q"-1,
i=0 i=0
neboli

n—

(q—l)iZ:::q‘ =q"-1,

takze

n-1 i n _1
>d =1

i=0 qg-1

(352)

(353)

(354)

(355)

Pro hledany saiet prvnichn ¢leni geometrické posloupnosti odtud

dostavame vyraz

q'-1
q-1

n-1 .
ay q=a
i=0

(356 )

Pro nas konkrétniffpadrady ( 348 ) s kvocientem ( 351 ) a prvnim

¢lenema, = a" odtud dostavame

B 4
iam—klgk:alqm 1:a,n m
k=0 q-1 ﬁ—l
a
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Protoze jednotlivélenyfady p@&itame od nuly, zatimco kvocient
roste od indexu 1, musi platt=n+1. Dostavame tak koday
vysledek

,8n+1
n ntl -1 ,Bn+l _ an+1
detA, =Y a™p =a™4 = . (358)
k=0 é -1 ,3—0’
a
Piiklad 3
ReSme determinant matice
2cosp 1 0 O--- O 0
1 2C0p 1 O.--- O 0
B= 0 1 2coyp 1.+ O 0o |. (359)
0 0 0 O - 1 2co®
Reseni

Pti feSeni vuzijeme nasi znalosgeni pedesleho fikladu, ktery je
formalné podobny. Uzijeme tedy substituce

a+ [ =2coxp (360)
af =1
Odtud
1
a=—,
B (361)

S+ B=2cosp = cog+i sip+ cag—i Sih= a? 4 o it
Dostavame tak komplexni vyjéehi obou koeficierit
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1 (362)

My ale vime, Ze

n+l _ pn+l ig(n+1) e—i¢(n+1)
detBn = - IB = = i¢ -ig
a-p e’ —e

(363)

coz rozepsano do goniometrického tvaru dava

detB, =
codp(n+3)+isifp(n+ })|-| cop(n+ P-i sfp(n+ )}
(cosp +i sing) —( cog —i sir)
_cof{¢(n+3)+isifg(n+ })- copp(n+ P+i sp(n+))_
Cosp +i sinp— cog +i sip
_2isin(g(n+1) _ sir{g(n+ ;l)_

2i sing sing
(364)
Piiklad 4:
Redme soustavy
Ax =b,
a) Ax (365)
b) Ax =b,
kde
B a O y
A=y 0 al|, b=|g|, apByOR\{. (366)
O y B y
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Reseni

a) KieSeni vyuzijeme Cramerovitu:

L a O
A=y 0 a=-2apy,
O y B
y a 0
A=|B 0 al=-y'a-Fa+aty,
vy v B
B vy O
A=y B al=pF-aBy-yp,
O y B
B a vy
A=ly 0 B=-Fy+y-ya.
0y y (367)
Odtud plyne vysledek:
A y B _a
A 26 2y 2B
w=| || Loy B (368)
A, 2 2a 2y
Al B_V V¥
A 2a 20 20
b) Problém vede na soustavu
XB+xa=y
Xy +xa = (369)

Xy+XxXg=y
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Z prvni a posledni rovnice plyne, ze=y, ¢ili

XB+ Xy =
Prxy=y (370)
xy=p
Odtud
2yx° + yx—y =0, (371)
Coz je kvadraticka rovnice s teny
_1
% 2 (372)
X, =-1.
Piiklad 5:
Vypoctéme
det(A - AE), (373)
kde AR a
4 3 2 -3
6 9 4 -8
A = . (374)
-3 4 -1 4
9 9 6 -8
Resdeni

Na tomto pikladu demonstrujeme tzv. pivotni metodu v§too
determinantu, kterou nebudeme forntgadalvozovat. Libovolny
nenulovy prvek maticA si zvolime za tzwivot. Nech’ je tedy
pivotem nap. prveka,,. Potom obechiplati
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ail a12 all a13 a11 a‘h

a21 a22 a21 a23 a21 a21

1 all a12 a11 alE a11 an
detA:allIl Ay 8y |85 Aa A, Agl- (375)

‘all a12 all ali‘ all arl

Ay G| |Gy g A ay

V nasem pipadct tedy

TRINE

4 3|14 2 |4 18 4 -1
detA:i2 17 5 7|=1
4\|-3 -4 |-3 -1 |-3 16
9 6 -5
4 4 4 -
9 9 9 -
(376)

To je vSak dle sedmé&ty determinantu ekvivalentni determinantu (a
tedy geveditelné na determinant) libovolné horni trojaliledvé
matice tvaru

1 X X X

0 1 X X% (377)
0 0 1 x|

0 0 0 1

Stai tedy vypa@ist
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1 X X X)) (A 0 0 O -1 X X X,
det014x5_0)l00_01—/]x4x5
0 0 1 x O 04 O 0 0 A X
_0 O 0 1 O 0 0/ | 0 0 0O %A
=(1-2)".
(378)
Sowin determinanta
Prvni vwta o souinu determinanti
Bud’te A, B ¢tvercové matice a neth
A M
C= . (379)
O B
resp.
A O
C= , (380)
M B
kdeM je libovolna matice typunx m. Potom
detC = detA [IdeB . (381)

Ditkaz

Dukaz provedeme nappro prvni pipad. MaticiC upravime na
trojuhelnikovy tvar tak, ze nejprve upraviti@ky z horni poloviny,
aniz bychom uzivali dalSich a potom upravime zlgvéjez uzivani
predchozich. Dostaneme matici
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I / / /

a:I'.1 a&z e 8y My My, - My
0 aéz alzm m’21 m’22 m':n
0 O I / / . /
T e e (382)
0O O O b, b, - Db
O O --- 0 0 b, - b
O O --- 0 0 0 - b
Dle osmeé ¥ty determinantu to pak znamena, ze
detC =a, [@&,,0--[& b, 0,0 -y = detA OdeB . (383)
Druhd véta o sowinu determinanti
Necht’ A, B jsou matice typuinxn. Potom
det(AB) = defA OdeB = ddBA ). (384)
Diikaz
Vyjdeme z matice
A -E
C :( j (385)
0O B

K i-tému sloupci ficteme postuph a, -nasobekif + 1)-ho sloupce,
a, -nasobekif + 2)-ho sloupce, atd., &, -nasobek posledniho

sloupce. Totéz provedeme se vSemi sloupci axtdtmo. Obdrzime
tak matici

c=[ 2 °F 386
_(BA Bj' (385)
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Nyni mezi sebou vysmime vzdyi-ty a ( + i)-ty sloupec. Protozeip
kazdé takové vygne zmeni determinant znameénko, vynasobime vzdy
jeS€ now vznikly i-ty radekéislem -1. Obdrzime tak matici

p=[ = ° 387
_(—B BA]' (387)

Jelikoz vSechny upravy, které jsme az dosud praoveaithovavaji
hodnotu determinantu, je

detC = deD. (388)
Podle gedchozi ¥ty pak plati

detC = de{BA) = def Od& . (389)

Zbyva jes¢ dokazat rovnost
det(AB) = de(BA ). (390)

To je vSak snadné, nebstai, kdyz v maticiC vzajemrE vymeénime
submaticeA, B a zopakujeme znovu cely vysi.

Elementarni tvod do tenzorové algebry
Einsteinova sumaéni konvence

V tenzoroveé algete se velmtasto setkavame s linearnimi
transformacemi typu

x’:Zainj’ (391)
j=1

kde se &itaci index vyskytuje pra¥ dvakrat. Pro zjednoduseni
tohoto zapisu zavedl Albert Einstein novou konvepodle niz
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vyskytne-li se ve vyrazu ®jaky index pravé dvakrat, rozumime
tim automaticky sumaci pres tento index, aniz bychom vypisovali
sumani znak (horni sumani mezn, neboli dimenze prostoru

v némz operujeme, zpravidla vyplyva z kontextu ulohy, pi
dokazovani obecnych matematickychét byva dokonce
irelevantni).

Napr. vyraz ( 391 ) tak podle Einsteinovy sumakonvence zapiSeme
jako

X =aX. (392)

-

N4

Albert Einstein (1879 — 1955)

Y ~ .
<

Definice tenzorového sainu vektoni
Tenzorovym sotinem

T. =uv, (393)

dvou vektoti u,, v, budeme rozust predpis, kteryi-tou komponentu

vektoruu aj-tou komponentu vektona zobrazi naj-ty prvek tenzoru
T. jedna se tedy o prosté maticové nasobeni
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U, uv, uyv, - Uy,
u wv, uyv, --- uy

:2 (v, v, v,)=| 2t R 2 =T,. (394)
un unvl unVZ Tt unVn

Kronecketuiv tenzor

Kroneckefiv tenzoro je tenzor druhéhtadu, ktery je v tenzorové
algel¥e reprezentovan jednotkovou matici. Ma tedy nagileidu
vlastnosti:

1 proi=j
g =. (395)
0 pro i# |
Tento tenzor funguje jako filtr, ktery propoustiyze identické
dvojicei =j.
Budeme se zabyvat pouze takovymi transformacem ekt
zachovavaji velikosti vektar tj. rovnéz kvadraty

X% =88, XX = XX :ijxjxk' (396)
Odtud mame rovnici
(aijaik_a-jk)xjxkzo' (397)

Tato podminka musi platitidibovolnych x; X, coz znamena, ze

(%, %0 (398)
a tedy
;8 = Oy (399)
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Leopold Kronecker (1823 — 1891)
Transformacni vlastnosti tenzai

Tenzorem druhéhtadu nazyvame soubor w&h T, které se fi
transformaci satadnic

X =, (400)
transformuji podle zadkonad{gano esk, 1)

T, =, Ty- (401)
Ditkaz

V transformované soustabude

T =uV . (402)

Transformani zakon nalezneme tak, Bgv; vyjadime podle
transformé&niho zakona pro vektory ( 400 ). Ve skadtim polozime

u =a,u,,

(403)
V’j =V,

coz vede ke vztahu
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Tij’ = UM =aa;uVv =a,.a,T,. (404 )
Zobecreni:

Tenzory vySSichiadi se definuji obdobh Nag. tenzoremittiho
radu nazyvame soubor wgh T, ., které se P transformacich

souadnic ( 400 ) transformuji podle zakonai@no esl, m, n)
Tij’k = ailajmaknTImn' (405)

Skalary neobsahuji zadny charakteristicky indexnjgonenty vektar
charakterizujeme jednim indexem udavajicimiradné osy, k nimz se
tyto komponenty vztahuiji.

To nam dovoluje interpretovat skalary jako tenzauntéhoradu,
vektory jako tenzory prvnihtadu, usptadané systémy vekiofnag.
matice) jako tenzory druheltadu, atd.

Z definice plyne, ze pro skalary, vektory i tenzepgSichrada plati
zakon asociativni a distributivni.

Definice symetrického tenzoru

Tenzory se mohou vyztavat jistymi vlastnostmi symetrigivi
zanmeng indexi. Je-li

T =T, (=123, (406)

i — i
hovaiime o tzv. symetrickém tenzoru.
Definice antisymetrického tenzoru
Tenzor vyhovuijici relacim

T, =-T,, (i=1,2,3 (407)

1 ]I

nazyvame antisymetrickym tenzorem.
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Vlastnosti symetrie

Vlastnosti symetrie tenzoru nezavisi na ¥adbuadného systému:
ma-li tenzor gjakou symetrii v jednom sdadném systému,
zachovava si ji ve vSech saulnych systémech.

Ditkaz

Necht' T, =T je symetricky tenzor. Po transformaci (401 ) je

Tij’ =a, Ty, (408)
T = & Ty

J

V prvni rovnici zandnime indexyk | a uzijeme vlastnost symetrie
T, =T, ¢imz dostavame

Tij’ = ailajkTIk = ajkaiITkI :Tj’i . ( 409 )
Pro antisymetricky tenzof; = —T, a tenzory vyssSictadi je postup
diukazu obdobny.

Tenzorovy sodn tenzomi

Souwtin komponenfTl; tenzoru drunéhtadu a komponeny, tenzoru
prvnihofadu (vektoru) tved tenzor 2 + 1 = 3-htadu

Rjk ETijuk- (410)
Ditkaz

Ve shod s transforménimi zakony je

T =&, Tm,

: (411)
uk = aknun'
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Odtud
R’jk E-rij’uI’( =8,8,8, Uy = 88,80 Rmn - (412)
Zobecreni:

Nech' R, , ,T,; ; jsoutenzorygaduman. Jejich tenzorovy sd@in

2-dm? 2
Riziniiz i = Rizin Vi o, (413)
je tenzorenfadum+n.
Levi-Civitizv tenzor
Dle definice ( 288 ) je Levi-Civilv permut&ni symbol
antisymetricky vzhledem k permutaci libovolnych dvadex.
Takové struktury, jez jsou antisymetrické vzhledehbovolné

dvojici indexti nazyvamaiplné antisymetrickymi. Ve shod s (405)
polozime

€ = 312G (414)
Specialg, vezmeme-li = 1,j = 2,k = 3, pak je

€,,=8,a,,8;€e,, =detA. (415)
Odtud plyne, Zeiprotacich

€ = B (416)
a [ zrcadleni

q'jk = "Cik - (417)
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Ukazali jsme tedy, Ze Levi-Civiv permutani symbole,; ; je Uplre
antisymetrickym tenzorem-téhoradu.

Definice kontrakce tenzoru

Souwcet res kazdou dvoijici stejnych indéx tenzoruT,, —nazyvame
kontrakci tenzoruis tuto dvojici.

Kontrakce tenzoru

Kontrakce tenzora-téhoradu snizujgad tohoto tenzoru o dva.
Ditkaz

PoloZzime nab k = (a gres dva stejné indexgisame)

Qi’jjl... = a1'Ia'jmajna|o o 'leno... = aila-mnaio o 'leno... = ailaio o lemo
(418)

Piiklad 1

Uvazujme kontrakci tenzortetihoradu. Polozmé =j . Polozme

ui ETlmm’ 419
4 =T L)
Dostavame

ui’ ETij’j = a1'Iajma‘jn-|_lmn = aiIJmnTImn = a1'ITImm = a1'Iul ’ ( 420 )

coz je vskutku transforndai rovnice vektoru — tenzoru prvnikiédu.
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Piiklad 2

Kontrakce tenzoru druhéffaduT, ziejme znamena sdiet
diagonalnich elemeint

T =T+ T, + T =TrT, . (421)

V transformované soustagouadne odpovida této kontrakci

T =T +T+ T, =TT,

V transformagnim zako® ( 401 ) polozimej =i ¢imz dostaneme
T =aaT,=0T,=T,. (422)

Kontrakce tenzor(; tedy vskutku nezavisi na velisouadné
soustavy — je to invariantili skalar (tenzor nultéhéadu).

Pozorovani

Je-li T, =uyv,, pak kontrakcd;, neznamena nic jineho, nez

i i

oTy =TrTy =T, = (U Uy, Uy : - UV = (423)

=WV, +UN, UV

n'n

Tuto specialni transformaci nazyvasialarni sowin vektori u av.

Je-li tenzorctvrtéhotfadu O, tenzorovym sotinem dvou tenzdr

O = RjTy (424)
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pak dvojnou kontrakcfk =i,| = j) ziskame invariant

RiTi =Ry (425)
Ve specialnim fipac R, =T, odtud plyne

(426)

¢ili suma kvadrai vSech komponent tenzoru druhéfadu je ogt
skalarem. Z kazdého tenzoru druhétdu Ize tak vytvit dva
nezavislé invarianty tohoto tenzotunearni invariant T. a
kvadraticky invariant T,T;.

Podobn Ize vytvaet dalSi algebraické invarianty vysSietali, jako
nag. T, T, T, (TijTij )2, ... . Je ’jmé, Ze linearni algebraicky invariant

maji pouze tenzory sudél@du, zatimco kvadraticky invariant
existuje u tenzdrlibovolnéhoradu.

Diagonalizace tenzoru

TenzorT; druhéhaadu ma (v trojrozérném prostoru) obe&” =9

nezavislych komponent. Vhodnou transformaci ( 42k anulovat
vSechny nediagonalni elementy, tj.

Oi, jON,i# )T/ =0, (427)

takze zbudou pouze diagonalni komponerjtyTéto procedie se
fika diagonalizace tenzorynebo tézedukce tenzoru k hlavnim

osam
Priklad:
Budiz T, tenzorem druhéhtadu au; vektorem. Pak transformace

v, =T.u, (428)
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je vektor. Zvolme tento vektor tak, aby byl pamigtesp.
antiparalelni s vektorem, tj.

V. = Au. (429)

Vektor u. pak musi vyhovovat rovnicim

T,u, =Au =Ad,u,, (430)
neboli
(Tij —Adj)uj =0. (431)

To je vSak soustava homogennich rovnic pro velfodak vime, ma

tato soustavéeseni pra¥ kdyz determinant soustavy je roven nule,
neboli

T11 -/ T12 T13

det(T, -A3,)=| T,, Tp=A T, |=C. (432)
Ty T T33_/]

Tato podminka fedstavuje kubickou rovnici pro paramadtr Tato
rovnice ma obeantii riznareseni (tzvspektrum tenzoru T), ktera
nazyvamevlastnimi hodnotami tenzoru T; . Jsou-li vSechny

nediagonalni komponenty nulové, pak se ( 432 rmddsi na tvar

T,— A 0 0
0 T,-/ 0 |=(Tu=A)(T,=A)(T—A)=0. (433)
0 0 T,-A

Resenil, =T,,A,=T,, A,=T, pak jednodu$e souvisi pouze
s diagonalnimi komponentami. Diagonalizaci tenzgobvoperatal
a vypatu jejich spekter, se budemeénovat ve tetim dilu této knihy.
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Uvod do teorie Hilbertovych prostoni

V kapitole o tenzorech jsme se jiz setkali se gkt sodinem
vektori. V této kapitole si rozebereme vlastnosti tétorape
podrobrgji.

w EEREER, O
David Hilbert (1862 — 1943)
Definice skalarniho sodinu vektoni

Nech’ V je vektorovy prostor. Neche dano zobrazertl xH - C,
které kazdé uspadané dvojici vektdr x,y OH :(x,y) prifazuje

redlnécislo, které zndme|[x,y] tak, ze

[x,y,z0V,Oa0OR .

x+y,7] =[x2]+[y.7]

%y + 2] =[xz +[x.y]

ax.y]=a[xy]

x.ay]=a[xy] (434)

%, y]=[y]
Ox#0:[x,x] >0

x=0>[x,x|=0

potom uvedené zobrazeni nazyvame skalarnirdirsem na prostoru
H a tento prostor nazyvame Hilbertovym prostorem.
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Definice normy vektoru

Nech H je Hilbertiv prostor a neahxOH . Cislo
] = y[xx] (435)

nazyvame normou (absolutni hodnotou, velikostikalél vektorux.
Cauchy — Schwarzovaeta

Nech’ H je Hilberiiv prostor a nechx,y JH . Potom plati

[x.y]|= I diy] - (436)

Pricemz rovnost nastane pratehdy, kdyz vektory, y jsou linearg
zavislé.

Ditkaz

a) necht’ alespa jeden z vektary, y je nulovy. Dokazovana
nerovnost ma pak tvdr< 0 coz Zejmg plati. V tomto pipact
dokonce nastava rovnost, takze vektory jsou linears
zavislé, a druhéast dokazovaného tvrzeni tak rézrmplati.

b) Neclt’ X, y jsou nenulové vektory A je libovolné realnéislo.
Ziejm¢ miuzeme pasat

[x=y,x=2y]=0, (437)
odkud
[v,y]A? = 2[x,y]A+[x x] = C. (438)

To je kvadraticka nerovnice prameA .
Kdyby byl jeji diskriminantD >0, potom by nerovnost neplatila
pro libovolnéAOR. Proto musi byt nuthD <0, tj.
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4[x,y]2 -qy y|[xx]= G (439)
Cili
[xy]" <4 v (440)

coz jsme chdli dokazat. Rovnost v tomta‘ipadt nastava tehdy,
je-li D =0, to jest pra¥ tehdy, jestlize

NOR:x-Ay =0, (441)

(442)

Augustin-Louis acy (1789 — 1857) Karl Herman®\mandus Schwarz (1843 — 1921)

Diaisledek

Ox,y OH \{0} :‘[X’y” <1, (443)
[y

nebol

Ox,y OH \{0} : 1< ‘”[::” |>;]|‘| <1 (444)
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Minkowského (trojuhelnikova) nerovnost

Neclt H je Hilbertiv prostor a neahx,y [1H . Potom plati:

[x+ <[] +[v]. (445)
Diikaz

Uzitim Cauchy — Schwarzovyty mizeme psat

Pyl =Dy xry] =pox+y]+[y x+y] =

=[x x]+[x y]+[y x] +[y y] =[x+ Bx y]+|y[ <

2
<IXI"+ I+ A yI <X+ I+ X = (] + 1)
(446)
odkud jiz, odmoc#énim obou stran, plyne dokazované tvrzeni.

Herman Minkowski (1864 — 1909)

Definice kanonického skalarniho safinu vektoni

Neclt V, je obecny vektorovy prostor dimenzeB =(e,, ..., €,)
n¢jaka jeho baze. Snadno nahledneme fedgsem

n

X=) %§; y=zn:y,-e,- (447)
j=1
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jsou definovany vektoryx,y 0V, , a gedpisem

[x,y]:Zw (448)

je naV, definovan skalarni séin. Specielg, je-li B kanonicka baze
prostoruV,, pak je pedpisem ( 448 ) definovan 8 tzv. kanonicky
skalarni sotin.

Poznamka

Uzitim Einsteinovy sum#ni konvence rizeme ( 448 ) fepsat do
tvaru

[xy] =%y, (449)
Ortogonalita
Definice ortogonality vektad

Dva vektoryu, vOH jsou na sebe kolmé (ortogonalni) préehdy,
kdyz

[u,v]=0. (450)
Tuto vlastnost zapisujemel v ¢i ekvivalentnim zapisern = v°.

Odchylka dvou vektar

Neclt V je vektorovy prostor s kanonickym skalarnim@&oeam a
nech’ x,y OH \{0} . Potom reéinéislo ¢ 1(0,77),, urcené vztahem

(451)
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vyjadiuje odchylku vektar x, y v prostoruV a je uteno jednoznéng.
Diikaz

Neclt B=(e,..., &) je kanonicka baze prostowu
Necit x,y OV, potomx,y OL(B), tj. uzitim Einsteinovy sungaf
konvence

;?;i (452)
e

Odtud

[xy]=xy,[e.¢]. (453)

S ohledem na ortogonalitu vekiidkanonické baze musi platit
[ewej]:||¢||[n?H@03¢u:5u’ (454)

kde ¢, zn&i uhel mezi vektone ae,, jehoz kosinus dleissledku
Cauchy — Schwarzovyety vskutku existje. Plati tedy

[xy]=x¥[e.6]=xy,a =xy =xy, | ¢]| ¢|coss, =] ¥| } cog

(455)
ve shod s definici kanonického skalarniho gow.
Kosinova ¥ta
Nech’ H je Hilbertiv prostor,x,y O H . Potom plati
Ix=y[* = X" +[yl" - 2[x[lly] coss (456)

kde ¢ je odchylka vektar x, y.
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Diikaz
2 _ - — = - - - =
=yl =[x=y.x=y]=[x.x=y]-[y.x 2/] (457
=D x]=[xy] =y ] +[y v] =[x~ B y]+]y]
Z véty o odchylce vektar pak pak plyne dokazované tvrzeni.
Zobecreni - ortogonalita vektoi

Vektory v,,Vv,,..., Vv, z Hilbertova prostorid jsou vzajema
ortogonalni, jestlize plati

vy =8 v, |- (458)
Pythagorova ¥ta

Nech’ H je Hilbertiv prostor,x,y JH . Potom plati

X0y = x=y[" =" +y[" (459)
Diikaz

Uvazime-li, ze

x Oy = [x,y] =0, plyne dikaz okamZit z kosinové ity.

Pythagoras ze Samu (570 — 49Gpn. I)
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Ortogonalita a nezavislost

Nectt skupina vektar B =(u,,...,u,) je ortogonalni skupinou
v Hilbertow prostoruH. PotomB je linearré nezavisla.

Diikaz
Neclt B je ortogonalni skupin&e3me vektorovou rovnici
bu, +---+bu, =0 (460 )

s neznamymip;.. Vynasobme skala&obe strany rovnice libovolnym
vektoremu. [1B. Dostaneme

0+---+0+b[u; u]+ 0+ + 0= C (461)

Protoze dle &ty o odchylce vektdr je [ui ,ui] # 0, dostavame

vysledek b, = 0. Zafisobime-li podobnym Zfsobem na rovnici
(460 ) postup&ivSsemi zbylymi vektory skupin, dopateme
obdobnym zfisobem jednozria¢ i ostatni koeficienty. Dospivame
tak k zavru, ze

bl:bZ:...:h(:O_ (462)

To je ovSem dle kritéria linearni zavislosti vektoifikazem toho, z8
je vskutku linearé nezavisla skupina.

Gram — Schmidtovaéta o ortogonalizaci
Neclt v, jsou prvky Hilbertova prostord. Potom

O, Om=1,...,n:a)w,; Ow, = [Wj ,vvk]: 0= j#k

(463)
w(v, ... v)=L{w, .., W)
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Ditkaz

Podminka a) okam#itplyne z ¥ty o odchylce vektdr a jejich
disledk.
Podminka b) bude spina, paklize

m-1

.y k
W, =V_ ;wk/]m, (464 )
neboli

B k

vV, =W, +kZ1:wk/]m. (465)
Je Zejmé, ze
L(Vy, .oy Vi) = LWy, W e V) (466 )

Podle indukniho gredpokladu a diky votbw . také

L(w,, ..., W, )=L{w,,...,w Vo) (467)

m ] m_l,--.

Podminka a) vyzaduje, aby

m-1
Oi=1,...,m-1:w Ow_ < |w, v - Y wA*|=C, (468)
g
odkud
[wi, v, ] = A, [w,,w,], (469)

coz jednoznéné uréuje A .
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Jargen Pedersen Gram (1850 — 1916) Erhard Schmidt (1876 — 1959)
Definice ortogonalniho dopiku

Nech’ W je podprostor Hilbertova prostoHi Mnozinu

W ={x. OH :x, OW} (470)
nanazyvame ortogonalnim dapém podprostori.

Prvni véta ortogonalniho doptku

WOH = W' OH (471)
Ditkaz

uviwW" =D uOW,vOW=0OwOW: :uOv,uOv=
= OwOW (u+v)Ow=(u+v)OW=(u+v)OW".

aOR,u0W"” = OwOW :u Ow = OWOW :(aqu) Ow = (aqu) OW".

(472)
Druha véta ortogonalniho doptku

Neclt H je netrivialni Hilbertiv prostor konéné dimenzea. Nech’
dalew O H . Potom plati:

a)V =W Ow" (473)
b) W =w (474)
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Ditkaz

Necht W ={0} . Potom
W =v, W™ =v" ={0} =W. (475)

Oke¢ dokazovana tvrzeni tedy v tomttigmct plati.
Neclt 1< dimW =m< n. Sestrojme kanonickou ba@,, ..., ,)

prostoruW a dophme ji na kanonickou béz{'el, N < T q}
prostoruV. Je Zejmé, Ze(e

m+1, oo

,€,) je baze prostorW", neboli

L€y, ... €)0L(e,..., &). (476)
Plati tedy
dimW + dimw"” =m+(n-m) =n. (477)

Podle druhé &y dimenze podprostoru tedy vskutku plati

VvV =woOw". (478)
Jelikoz zejmé W OW", sta&i tedy uz jen ukazat, ze

dimwW = dimwW"™. To je v3ak snadné, nebstaii v ( 477 ) pouze

nahradit

W - W",

(479)
w" o W,
Dostavame
dimw™ =n-dimw" =n-(n-m)=m= dimw. (480)
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Tieti wta ortogonalniho dopiku

Neclt H je Hilbertiv prostor konéné dimenze. Potom pro jeho
podprostory\W,, W, plati

(W, W) =W OW.

(W, OW, )" =W, nw}. (45
Diikaz

Ziejme

W O (W, nW,)" (482)
a tedy

W OW,' O (W, nW,) . (483)
Podobr rovnéz

W n W, O(W,0W,) . (484 )

Dale

Waws)” = (W) n(wy)' | ol (weowg)' | =ws owsg,

(W, Ow,)” = (W2) o(wg) | O] (WS aws) | =wZnws.
(485)
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Ortonormalita

Definice ortonormalni matice

Nech’ A:R" - R" je linearni zobrazenf jeho matice, a ne¢ma
R" je definovan kanonicky skalarni s Jestlize

Ox,y OR":[x,y] =[Ax,Ay| (486)

(zachovani skalarniho s@inu), potomA nazyvame ortonormalnim
operatorem \R" aA ortonormalni matici.

Prvni weta ortonormality

Linearni operatoA:R" - R" je ortonormalni pravtehdy,
zachovava-li normu kazdého vektoriRZ a odchylku kazdych dvou
nenulovych vektar x,y OR".

Ditkaz

[ ) Nech’ A je ortonormalni a nec¢hx,y OR", x,y #0. Ozn&me ¢,
resp.¢’ odchylku vektoll x,y resp.Ax,Ay . Chceme dokazat, ze

=]

(487)
cosp' = co®

To je vSak snadné:

x| = J[Ax.Ax] = Jx x] =[x
[ ' 488
coss = [Ax,Ay] _ [xx] (488)

= = co®
[Axllay] Tl
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:>) Necht operatorA zachovava normu kazdeho vektoru a uhel
kazdych dvou nenulovych vekforNech’ x,y OR". V pripack, ze

x=00y=0=[xy]=[ Ax,Ay]. (489)
Nech x =00y =0, potom roviz

Ax 20 Ay #0, (490)
neba’ operatorA zachovava normu a plati

[y] = lyllcosp = ax|lay| cos' =[Ax Ay]. (491)

kde ¢, resp.¢’ je odchylka vektar x,y resp.Ax,Ay . Dle definice je
operatorA tedy vskutku ortonormaini.

Druhd veéta ortonormality
Ctvercova maticé\ je ortonormalni prévtehdy, plati-li rovnost
ATA =E (492)

Ditkaz

Necht’ A je matici linearniho zobraze®i: R" — R". Potom plati:

Ox,y OR":[x,y] =[Ax,Ay| = Dx y OR" xy :(AXT)T(AyT) -
= Ox,yOR":xEy" =xATAy" = Xy OR":x(A'A E ) 7=0

- ATA-E =0 - A'A =E.
(493)
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Tieti wta ortonormality

Neclt’ A je ¢tvercova matice. Potom nasledujici tvrzeni jsowzagm
ekvivalentni:

a) A'A =E, pakA je ortonormalni matice, jejiz sloupce tvo
ortonormalni systém vekitir

b) AT=A""

c) AAT =E, pakA' je ortonormalni matice, jejiadky tvdi
ortonormalni systém vektir

Diikaz
Dokazemeetézec implikacia= b= c= &:

ATA=ZE =A'AA 1=EA 1A T=A TAA TAA TTAA TS
:E:ATAAT(AT)_leTE(AT)_l:ATA £

(494)
Ctvrta wta ortonormality
Bud’ A ortonormalni matice. Potom plati rovnost
detA|= 1. (495)

Diukaz
1=detE = defAA™) = defAAT)= dat O det’ = it . (496)

Pata \ta ortonormality

Neclt H je netrivialni Hilbertiv prostor konéné dimenze. Nechdale
B a B’ jsou jeho d¥ baze a neahA je matice pechodu od baz&'
k baziB. Potom plati:
a) JestlizeB a B' jsou ortonormani baze, potom r@érmaticeA je
ortonormalni.
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b) JestlizeA je ortonormalni matice a jedna z bBziB' je
ortonormalni, potom rowz i druha z bazi je ortonormaini.

Diikaz
a) Jsou-li

B=(X,....X,),

1

B'=(AX,,...,AX,), (497)
dvé rizné ortonormalni baze téhoz prostétupotom plati
O, jO{1,2,...n} 2 1% % [=[Ax Ax; |= ¢ (498)
Matice A je tedy vskutku ortogonalni.

b) Je-li nap. B ortonormalni bazi prostoid, potom
O, jO{1,2,...n} %] % % |=C (499)
Ma-Ii byt maticeA ortonormalni, musi platit

Oi,j0{L,2,... ,n} j # ] :[xi xj]:[Axi ij]. (500)

Protoie[xi ,xj] =0, je rovrez [Axi ,AX j} =0. To ovSem
znamena ortogonalitu ba®&, ¢imz je Wta dokazana.

Sesté ¥ta ortonormality

Automorfismus (izomorfni endomorfismug). E> - E? je bul’ rotaci
o vhodny Uhekw, nebo komposici oteni se zrcadlenim.
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Podle definice izomorfismu plati vztahy

B = Il = &+ =100+ 0721,
[x.y]=0=[¢(x).#(y)|=0=>ab+cd =0

Rovnosti na pravé strammplikaci majireSeni

a=cosa ,
c=sina,
b=-sing,
d =cosp.

Pak ale

—cosa sinB+ sim cof= sifu-pB)= .

Bud’ je tedy
a - [ =2k,

§.

a b) (cosa -simx
c d) |\sing cosr )

a jde tedy o rotaci o Uhet, nebo je
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a-pB=(2k-)n (507)
a potom
a b cosa Sy com - Sior 1
= = . (508)
c d sing -cosy siry cog 0-
Piiklad 1:

V prostoruE? je dan rovnostranny trojuhelnf8C, kde

(509)

Uzitim operatoroveho @tu stanovme sdadnice vrchollC tohoto
trojuhelniku.

Reseni

Nasim ukolem bude nejprve vyrovnat studovany vzhtedem
k ortonormalni bazi. Za tim¢élem vypd@teme uhel pooteni daného
trojuhelniku vzhledem této bazi:

Q= arctan7—+1 = arctapg = Bt (510)
3+2 5

Nyni provedeme oft@ni Uséky AB o nalezeny Uheap

a ) (cosp sip) -2 (-190

a,) \-sing cosp )| - 1,166)°

b} (cosp sinp [ 7,52
b;]_t—simb co@j( j~( 1,16§'
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Vidime, Ze transformovana &$a je jiz rovnoldzna s osou.
Vypocteme tedy jeji $ed, ktery bude zarovigorvni souadnici
hledaného transformovaného vrch@u

¢ = 7,526; 1,908 4 oc (512)

Z geometrie ulohy plynou dvmoznareSeni pro druhou séadnici
vrcholu C'. Z Pythagorovy $ty okamzit nalézame tatteSeni:

19,445
¢, =1,166+ \( 7,526- 1,908~ ( 7,526 3,003
7,118
(513)

Zpétnou transformaci nyni vratime nalezeny vrc@6krojuhelniku
AB'C' do pavodni polohy

C,| _(cosp -—sinp 3,00}(— 6,41}3

C sing  co 9,44 7,552

° g 875 (514)

C | _(cosp —sip)l 3,003 ( 7,62

c,) \sing cop )\-7,113 (- 1,228

Mame tak vysledek
.[~6,418;7,552

C=_ (515)
7,623~ 1,22}

Piiklad 2

Foucaultovo kyvadlo je fyzicke kyvadlo, kyvajicietujicim
souradném systému, ktery se &té@hlovou rychlostiw.
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Obr. 2: Princip Foucaultova kyvadla

Padorys trajektorie Foucaultova kyvadla ziskame datayposici
rotace a vibrace, tj homomorfismugemny operatorem

R(1) :( co_scut sirwtj(q)os?nﬁt], (516)
—-sinat  cosut )\ @,SIinQt

kde

Q= ﬂ (517)

Jean Bernard Léon Foucault (1819 — 1868)
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Obr. 3: Padorys trajektorie Foucaultova kyvadla pro w=0,Irad 3", Q =1s™.
Vektorovy sowin

Veli¢iny, které maji stejné transforird vlastnosti fi rotacich
souradné soustavy, se mohou liSit svymi transfammiai vlastnostmi
vzhledem k operaci zrcadleni os. V souvislostisrzliSujeme dva
druhy skalal a vektoti:

Pravym skalarenrozumime takovou strukturu, ktera je invariantni
jak pri rotacich, tak f zrcadleni sotadnych os. Rkladem takové
struktury budiziteba norma vektoru.

Pseudoskalaremmazyvame takovou strukturu, ktera je invariantni
vzhledem Kk rotaci, avSakipgrcadleni os ni znameénko.

Pravym vektoremmazyvame prvek vektorového prostorV, ktery se
pii rotacich a zrcadleni transformuje stgjjako sotiadnice, tj. plati
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(392 ). Speciadkpii zrcadleni plati

V' (=X, =X, =X, ) = =V(X, X500 X)) (518)
Axialnim vektoremnazyvame prvelw vektorového prostor\, ktery
se (¥ rotacich transformuje jako stadnice, avSakigi zrcadleni
zastava invariantengili

W (=X, =X, =X, ) SW (X, Xy een X, ) (519)
Nazev ,axialni* souvisi s tim, ze ve fyzice takoxgktory velmicasto
souviseji s vetiinami, charakterizujicimi rotacélesa kolem osy
(latinsky axis), jako je n&puhlova rychlost, moment sily, moment
hybnosti, magneticka indukce a mnohé jiné.

Snadno se Izerps\wdCit, Ze skalarni saiin dvou pravych, nebo dvou
axialnich vektot je pravym skalarem, kdezto skalarni &au

axialniho a pravého vektoru je pseudoskalarem.

Ze dvou pravych vektdru, v, I1ze jednodusSe vyt axialni vektorw
prostednictvim operace

W=uxXxVv (520)

znameé jakovektorovy sotin vektoni u, v.
Z komponentu,, v, vektoiti u av Ize vytvdit antisymetricky tenzor

druhéhoradu
ij =UV, —UVv, = —ij. (521)

Diagonalni komponenty tohoto tenzoru jsou nuloze desti
nediagonalnich komponent jsou nezavislé 3,&Zavezmeme

W =€ U,V - (522)
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Snadno se Izerpswdcit, ze Levi—Civifiv tenzorg, je UpIre
antisymetrickym tenzorentetihofadu au,v, je tenzorem druheho

fadu. Jedna se tedy o dvoji kontrakci tenzoru péatéthe, ktera dava
tenzor prvnihdadu. Pedpisem ( 522 ) je proto definovan vektor,
jehoz vlastnosti nyni odvodime.

Z (522 ) okamzit plynou vztahy

uw =uw =0,

(523)
VW =vw =0,
ze kterych okamzitdostavame relace ortogonality
O
Wl (524)
w v,

Pro kvadrat normy vektonw dostavame

3
[l = 207 =l M - (uv)” = ol M (1~ cos @) =[lul I " sirf .
(525)
neboli, pro normu samotnou

wi ={ulvising. (526)

V pravota@ivé bazi volime orientaci vektom tak, aby vektory, v,
w tvorily pravotaiivou bazi.

Z definice ( 522 ) rowtZ plyneantikomutativita vektorového
sowiinu:

UXV=-vxu. (527)
Vektorovy sodin je roven obsahu plochy rovngmiku, vytvadeného

vektoryu, v, jeho orientace pak tuje orientaci této plochy
(pfipominame, ze v geometrii je plocha praxialnim vektorem).
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Obr. 4: vektorovy sowin W =U XV

Vyjadiime-li vektoryu, v pomoci kanonické baze

€ x& =8,

e,xXe=g, (528)
&Xg=6,

.

TS (529)
V=Ve,

pak za pouziti distributivity dostaneme

uxv=(uv,—uy,)e +(uy,~uyje,+(uy ~uy)e, (530)

coz je vSak determinant
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= LD
= P
D

<
<

< c
w

uxv= (531)

w

Véta
V prostorech s dimenzl # 3 nelze zavést vektorovy sén
Ditkaz

Tenzor ( 521 ) mé® komponent, z tohd diagonalnich je rovno nule
a

d(d-1)
2

(532)

nediagonalnich komponent je linedmavislych. Zbyva tedy

d(d-1) d(d-1)
2 2

d’-d-

(533)

nezavislych komponent. Toto mnozstvi vSak musirawmno p@tu
komponend vektoru. Mame tak rovnici

d(d_l):d, (534)
2
neboli
d-1

-~ =1, 535

> ( )

odkud vskutkw = 3.
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Piiklad 1

Najoéme obecny tvar roviny, dane parametricky:

X =3-3+s
X, =—2+t—-3s (536)
X, =-1-t-s

Re3eni
Parametrické vyjd@ni roviny je obecného tvaru

X, =a tut+vs
X, =a,+ut+Vv.s (537)
X =a;tut+vs

neboli, v kompaktnim vektorovém zapisu
X=a+ut+vs, (538)

Vektor a, nezavisly na parametru, je pouze jednim bodenmyov
zatimco vektory, v tvori jeji bazi. Normalovym vektorem roviny je
tedy vektorovy sotin

w=uxv=(-4,-48). (539)
Odtud plyne rovnice

—4x, - 4%, + 8, +d = 0. (540)
Za vektorx nyni st&i volit libovolny bod roviny, tedy napboda:
(-4)3-4(-2+ g-3+d= ¢ (541)

neboli
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-12+8-8+d = C. (542)

Odtud jiz plyne hledana hodnota koeficientsr12 a po vydleni
rovnice ( 540 kislem -4 dostavame obecné vyl zadané roviny

X + X, —2X,— 3= 0. (543)
Priklad 2
Najdkme piisenici dvou fiznokEznych rovin

p:2X +5X,—6X;+ 4= 0

qg: X+ X-60 (544)

Reseni
I I PR (545
0O 3 3|6 0O 1 2

Napr. sodadnici X, volime definitoricky rovnu nule. Jednozima pak
dopcitemex, =2, x, = 1. Mame tedy vektory

(-7,2,0 .
(2,5-6) (546)

(0,3.3.

Vektorem ortogonalnim k normalovym vekior obou rovin je tedy

a
u
\Y

w=uxv=(11-2,9. (547)

Hledanou piis&inici obou rovin je tedyimka s parametrickym
vyjadrenim
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X =-7+11

X, =2—2 (548)
= 2

Smiseny sodin vektor

SmiSeny satin je definovan jako pseudoskalar

V =albx|. (549)

Jelikoz vektorovy satin predstavuje ploch® rovnolEzniku
orientovanou ve sénu normaly roviny tvéene vektoryb ac, kdezto
skalarni sotin reprezentuje sain zakladny a vysky = |a|| [tosp,

mame tak
V =aljlbxc| =|d|0]q Eosp = a[B oy, (550)

coz je objem rovnaiZnostnu sestaveného z vekiaa, b, c.

o =

S

b

Obr. 5: Smiseny sotin alflbx |
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Explicitni vyjadceni smiseneho séimu pomoci komponerd, b, ¢,
nalezneme iimo z definice skalarniho a vektorového &ou:

Q & &
V =allbxc|=g,ab g =|b b, b,. (551)

G G G

Odtud okamzit plyne vztah

afcxb]=blaxd=qbxd=-4bx §=-ho p=-fa }

(552)
vyjadiujici jednak zachovani smiSeného&@ou (objemu) pi cyklické
permutaci jednotlivych vektéra, b, c, zarova vSak také antisymetrii
smiSeného sa@inu vzhledem k zasmé paradi vektorového nasobeni
(obraceni orientace zakladny).

Dvojny vektorovy sowin

d=ax[bxc|=(ag b-(ab c (553)
Diikaz

Rovnost ( 553 ) rozepiSeme do slozkoveho tvaru

d, =a,(bc,—bc,),~abg,~bg ), =bfac +ag)-c(ah rah),

dz :aS(b2C3_b3C2)1_a1(bpl_b9 93 =b iag stag )_C éaQ g-aQ)l’

d,=a(bgc,-bgy),-a, bg,-bg) =blagrac)-clahtab)
(554)
V poslednim vyrazu na pravé stéguficteme a v zafii opct odeteme

abc,
a,b,c,, (555)

a;n,C;,
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¢imz vzniknou skalarni s@iny ac, ab, takze mame
1 ( )Q‘(a@Cr

(ac)b, -(ab)c,, (556 )
,=(ac)b,—(ab)c,,

N

d
d
d

coz lze vskutku vyjaiit jedinou rovnici ( 553 ).
Disledek

Vztah ( 553 YesSi problém rozkladu vektoludo vzajems
ortogonalnich podprostéyz nichz jeden je generovan vektorama

druhy vektorema". Plati:

(ab)a ax[bxal

.

kde prvniclen reprezentuje slozku paralelra,druhy¢len slozku
paralelni sa”.

, (557)

Ditkaz

Polozime v ( 553 ¢ = a a okamzi dostavame
ax[bxa]=|d b-(ab) e. (558)
Kombinovany sowin vektori

axtlexd = o] (559)
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Ditkaz

[axb][cxd[ =4 bx[exd|= 4 { bd~  bg]=( a( bd~( ad( by
(560)
Zobecreény vektorovy souwin

V libovolném prostoru dimenzd Ize zavést tzvzobecrény
vektorovy sowin N-1 vektof, jehoz vysledkem je vektor kolmy na
vSechN-1 vektofi a jeho velikost je ¢ena objemem naglesa, jejz
tyto vektory definuiji:

& &
viooee "

VXXV = :1 N 1 _ (561)
Vi Vo1
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